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1. 

jn^moire sur la question r^ciproqne du centre 

de percnssion. 

m 

(Par M. Stekken^ professeur ä Tecole militaire de Bmxelles.) 



X our etablir la Solution de la question que nous avons en vue, sur un fonde- 
ment solide, nous nous voyons oblige de reprodyire d*abord un passage de notre 
memoire sur les axes permanents de rotation, insere dans TArchive mathe'matique 
de Mr. j4. Grunert de (1844 — 1846). 

1. 

Un Corps solide est invariablement US ä un poinifixe (ß), intSrieur ou 
extSrieur^ et Ion demande autour de quel axe OK en ce pointj ü faut le faire 
tourner pour que lesforces centrifuges qui naissent de cette rotation sefassent 
iquüibre par le moyen du seul point fixe? 

Solution. La condition dVquilibre est evidemmentremplie, si Ion ex* 
prime par le calcul que la somme alg^brique des energies des forces centrifuges 
ou des riactions dincrtie normales a tourner Taxe de rotation OfiT autour d'une 
droite quelconque en (O), situee dans le plan perpendiculaire ä sa direction, est 
nulle. 'A cet effet consid^rons la rotation du solide autour de OK ä un instant 
quelconque, OiST ^tant d abord cense fixe, et concevons par le point donn^ trois 
axes rectanguläires OX^ OY^ OZ dont le premi^r coi'ncide ave.c la droite OK^ 
mconnue de direction, tandis que les deux autres se trourent dans un plan en (O) 
normal a OK; a ce m^me instant le centre d^ineftie / du solide occupera dans 
Tespace une certaine position. Concevons par ce centre / trois autres axes rectan- 
gle3 /r, 7j, Iz^ respectivement paralleles aux premiers axes ; enfin imaginons au 
mime point / les trois axes d^inertie I%\ Iy\ /&' lesquels seront en.general diri- 
ges autrement que ceux du second Systeme, sans cesser d'ltre rectangulaires 

entreux. 

* 

Crelle's Joainsl f. d. M. Bd. XLVUI. Heft 1. 1 
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Soient (X, Y, Z) {x, y, z) {x\ y\ zf^ les coordonnees d'un point roateriel 
m quelconque du solide, rapporte tour-a-tour aux troix systemes d*axes coordon- 
Tii% {OXf,) {Ix,..) (/x'..), pour rinstant dont il s'agit; et nommons x, y, z, les 
coordonnees au roeme instant du centre /, rapport^ au premier Systeme d*axes» 
tandis que S, T, V denoteront les coordonnees du point fixe (O) par rapport aux 
axes dinertie Ix\ Iy\ Iz\ lesquels sont mobiles avec le corps. 

Si pour abreger et soulager en m^me temps la memoire, on dresse le 
tableau de notation: 

cos(J¥,x') = cos(^,a;0 = a, J cos(y,a;') == cos(y,a?') =s ß^ 

cos(J«r,yO = cos(a;,yO = < ( cos(Jr,yO = cos(/,yO = ß\ 
cos(X, z") — cos(a:, z") = a", ) cos(jr,zO = cos(y, z') = ß'\ 

cos (Z,arO = cos(2,a7') = y 
cos(-Z/,yO = cos(2,y')=: / 
cos(Z, z') = cos(z,z') = y 
on obtient par la transformation bien connue des coordonnees : 

X =s a.x^ + a\y' + a'\z% 

y =: ß.x' + ß'y + ß'^.z'y 
z 2= y.x^ + y\y^ +y'\z*; 

et les cquations de condition entre les coefficients de direction a..<y'^: 

a' + a^+a"* = 1 , ß'-^ß^' + ß"^ = 1 , f/+r/^ + y^n _ j^ 

aß+a^ß'+a^'ß^'^O , ßy+ß'y'+ß'Y = ^ , 0/a+ya'+y'V= 0. 

Pour fixer les idees, supposons que le centre d'inertie I se trouve dans 
le tri-rectangle des X, Y, Z positifs, et comptons les x^ y^ z, dans le m^me setis 
que lesX,Y,Z. Le point fixe (O) se trouvera donc ainsi dans le tri-rectangle des 
x,y,z ncgatifs» el les quantit^s — x,^ — y^, — z, exprimeront parconsequent les 
coordonnees de (O), rapporte' aux axes Ix^ ly^ Iz. Mais de'ja S^ T, U cxpri- 
ment les coordonnees de (O), rapporte aux axes Ix\ Iy\ Il'\ on aura donc 
x^y^Zg par les formules: 

-y, = ß.S+ß'.T+ß'\U, 
— z, = y.S'hy.T'hy'\U. 
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Pour passer ensuite des coordonnees {X^Y^Z) k etiles iiv^y^z)^ on a: 

JS'= a? + a?, , Y = y + y, , Z=« + js,, partant: 
X.Y =:x.y +x,.y + x.y, + x,y, ; X*Z = a?.z+a?,.Ä + a?,z^ + a?^.z^» 

l'.Z = y*z+y,.x.+y.z,+y,.z,^ 

et comme p^ar hypothese les plans coordonnees xiy^ xiz^ yiz^ passent par le cen- 
tre d'inertie du solide, on obtient : 

2*m.x 2= , S.m.y = ^ S.m.z = 0; 

ainsi, ibr designant la masse entiere du solide, on conclut de lä: 

S.m.X.Y ^=^ M.x,y, + S.m.xy , S.m.Y.Z = M.y,z, + 2»m.yzy 

S.m.X.Z = M*XfZ, + S.m.xz. 

Mais la ligne OK ou OX derant etre Taxe dVquilibration des forces cen- 

trifuges, il faut que la sornme de leurs moments ä tourner OX aulour d un autre 

axe quelconque tel que OY ou OZ^ soit nulle ; c est ce qu'on exprimera, en po- 

sant k la fois : 

JS.m.XY =z , 2.m.XZ =^ 

ou, en faisant uniquement: JS.m.XY:=: 0; 

faxe OY ^tant consideVe dans ce dernier cas comme une droite arbitraire> situee 
dans le plan normal en (O) i Faxe OX. Ainsi« en se donnant cette latitude, on doit 
se boraer k faire par suite de la derniere egalite : 

M.x,y, + S^m^xy = 0. 

Si Ion substitue dans celle-ci les valeurs de x^y et de x,y^ en fonction 
de xyz\aß,y..y\ S, T^ U, on obtiendra Tequation de condition generale qui suit : 

aß(M.S^H-2.mx'')+a'ß'(M.T+2:.my'^) + a''ß'\M.U^+JS.mz'^)\ _ 

Celle-ci, devant subsister d*ailleurs quelles que soient les valeurs de ß%ß'tß'\ 8ura 
encore Heu quand gn tßt^ tour-ii*tour chacune de ces quantites egale ä zero; ce 
qui revient a diriger Faxe // dans le plan fixe yJz^ suivaut une normale ä 

Ix' pour ^ = , hly' pour p' = , Iz' pour ß" = 0. 

Si donc on posc pour abreger: 

M.S.T:=^f , M.S.U^g y M.T.U^hy 
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on obtient les equations suivantes^ toutes issues de la condition generale. 

a'a^jB' + aa"./-aa'.^ + (a''»-a'').Ä = V 

aaf\A' + a'a'\f+ (a"^ - a})g — aa'.h = U! 

aa\(,A'—B')+{fl^—o?)f'¥a'a'\g^a(ß!'.h — Q III' 

et dont la derniere n'est geneValement qu'une consequence identique des deux 
premieres. Multipliant en effet la premiere par o, la deuxieme par a\ et retran- 
chant meinbre-a-membrey on obtient» apres avoir supprim^ le facteur a'\ com* 
mun aux termes restants, la troisieme equation. 

£n faisant dans ces m^mes equations (I^ II'', IIIQ: 

a = cos ^. cos 17 , a^ = cosi9>*sinf7 , a*^ = sin^, 

tangi?» == z 9 ^sngi? = ^9 on trouve Tcquation 

A^.^ + B^.^' + Qi + D, = 0, 

dans laquelle les coefHcients A,B,C,D, ont les valeurs suivantes: 

A, — M\(B — Q.S". T. U, 

B, = liPCC-A).S.TKU+l\P(B'^A).S.lP+M\C'-B)S'{T^^S').S.ir 

+ Ar(B- C)(iB-A)S. V, 

C,=zAPiC-B).S'.T.U+M'(A-B).T.ZP+llP(C-A)(S'-T^).TM 
+ MCB - A)(C - A).T.U, 

D,^M'{A-C).S.T.U. 

Af Bf C denotent les trois nioments d'inertie principaux du centre. 

En designant maintenant ^zry^j y yjjj y y^j y \üf ^^ ^"^ devienncnt 

les rapports A,:U^B,:U, etc. etc« pour 17= 0, on en deduit cette autre 
equation du troisieme degr^: 

(#)-^-h(I)-^-h(§)-^-(§) = o. 

qui pourra servir ä determiner les trois axes permanents du solide relatifs a un 
point pris dans le plan d mertie central x*Iy' 

Mais cette mani^re de proceder ne sentit gueres propre i "assigner la po- 
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aition mutuelie de ces lignes^ ni ä faire ressortir les proprietes geneVales et pr^ci- 
ses auxquelles il Importe de s*attacher«avant tout^ et que Ton peut deduire iroroe- 
diatement des equations (I'^ \Vj \\V). Ea faisant remarquer en effet que pour 
U =^ Oy on a aussi ^ = ^ ^ = 0^ on obtieat les conditions simplifiees: 

(1.) a'a^B'+aaV=0 , ^'^M.S'+C-^ 

(20 aa".JB'+aVV=« , B' — M.T^+C-B 

Si Ton supprime d^abord le facteur a'^ dans chaque merobre des deui^ 
premieres, on obtient: 

a'.B'+a.f = , a.A'+a'/= 0; 

tirant de \h les yaleurs de a% et les egalant entr'elles^ on a : 

et comme on ne saurait avoir generalement le premier facteur nul^ on doit faire 
a = 0^ ce qui donne parconscquent a' = 0, partant a''=:dbl; ainsi dans 
ce cas Tun des trois axes permanents est perpendiculaire au plan principal du 
centre sur lequel se trouve place le point fixe (O). 

Quant aux deux autres axes permanents en ce m^me point, ils occupent 
unc Position qu'on peut encore deduire de Tanalyse precedente. En effet , les 
equations (1, 2) doivent ^tre satisfaites aussi par Fbypothese de a'' = 0, ce qui 
laisse o, a' encore inconnus; mais comme on a outre IVquation (3)» celle-ci: 

a' + a'» = 1, 

il s*ensuit qu'on a deux relations pour determiner deux inconnues. En prenant 
a = cos9'9 cosg)'', on obtient par IVlimination : 

j ^ , . A^ — B^ 

cös 9 = 5 + 5-y[(;^/_i?)a^4y^j^ 

cosV = I + 5 • Y[(Z:ZBy:i:ipY 

Les formules (r^lI'^lIlO et les resuUatrelatifa Tun des axes permanents d*un 
point (O) pris sur un plan d^inertie central, nous seront surtout utiles dans la 
question importante et difiicile quo nous voulons traiter. En outre nous aurons 
besoin de presupposer quelques fois tacitement la connäissance de certaines aur 
tres proprietes desf axes permanents, encore peu repandues et donc pluaieurs sont 
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m^mes nouvelles ; ii nous parait donc ä la fois opportun et necessaire d*en donner 
ici r^nonce en langage ordinaire^ degage*de tout embarras de transfonnations 
analytiques. Le lecteur exerce' pourra verifier tous ces ^nonces par le moyen de 
Panalyse generale que Ton vient d*expdser; et s*il tient h y parvenir par une voie 
plus naturelle, il pourra consulter notre memoire, cite' plus haut, qui renferme ä 
cet ^gard tous les deVeloppements desirables. 

I. Quand un corps solide est pourvu dun point fixe, situ^ dans Tun des 
plans d 'inertie principaux du centre, Tun des trois axes permanents de rotation en 
ce point est toujours perpendiculaire au plan dont il s*agit; les deux autres occu- 
pent dans ce plan une position quon peut toujours caiculen 

II. Quand le point fixe est situe sur Fun des trois nes d'inertie du cen- 
tre, Tun des trois axes permanents en ce point coincide avec cet axe d^inertie cen- 
tral meme ; et les deux autres sont (contrairement li une assertion de Poisson) 
paralleles aux deux lignes principales restantes du centrc. 

III. Dans un solide de re volution Fun des trois axes permanents relatifs 
i un point fixe quelconque^ est toujours perpendiculaire au plan d^termine par le 
point fixe et par Taxe de figure du solide. De plus, les deux autres axes occupent 
dans ce plan une position que le caicul fournit assez aisement. La m^me pro- 
pri^te subsiste pour le cas un peu moins particulier d^un solide ayant deux roo- 
ments dMnertie principaux du centre egaux entr'eux; et alors Faxe du moment 
inegal remplace laxe de figure dans T^nonce' pr^c^dent 

IV. Dans tout Systeme de points materiels dispos^s dans un m^me plan. 
Tun des trois axes permanents est, comme on le savait d'ailleurs, normal au plan 
pour tout point fixe du Systeme ; mais sur Taxe principal du moment d'inertie 
roaximum du plan, il existe toujours deux centres des rayormement d*axes per- 
manents dans le plan: on peut les nommer ]es/byers micaiuques du Systeme; 
on en trouve la distance au centre d'inertie, en divisant la difference des deux 
moments d*inertie principaux par la masse du Systeme, et extrayant la racine quar- 
rte du r^sultat. Exemple: les foyers mecaniques de la surface elliptique homo- 
gene se trouvent pläces sur le petit axe de la courbe-Iimite, de la maniere m^me 
dont les foyers optiques ou geometriques sont distribues sur le grand-axe. 

y. Pour les solides homogenes de premi^re classe {^A = j5 = C) un 
point fixe quelconque, inteVieur ou exterieuri est un centre de rayonnement planr- 
normal daxes permanents; cest-a-dire que tous les axes en ce point, situes dans 
un plan normal ä la droite tiree de ce point au centre, sont des axes permanents 
de rotation du solide, et correspondent tous ^ des moments d^inertie ^gaux du solide. 
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YI. Pour les solides de revolution, un point quelconque pris sur Faxe de 
figure peut et doit toujours ^re considere comrne un centre de rayormemerU 
plan- normal d*axes permanents. 

VII. Si au sommet de Tellipse de rayonnementy decouverte par Mr. Jßinet, 
on construit une surface conique vulgaire dont Taxe coincide avec la tangente a 
la courbe en ce point, les moments d^inertie du solide relatifs aux g^neratrices du 
cöne, sont egaux entreux; et cependant ces generatrices ne soat point des axe^ per- 
manents de rotation en ce point. Une propriete analogue subsiste pour les som* 
mets du petit axe de la courbe^ et pour les sommets re'^ls de Thyperbole de rayon« 
nement. (Voir notre memoire cite plus haut et les (§. 13 et 14) de celui-ci pour 
quelques apph'cations utiles.) 

2. 
Ksanten d[*an oas partiealler de la ^aeetlom r^lpre^ae« 

Mous ne sachions pas que le question du centre spontane et del'axespoa* 
tan^ de rotation soit resolue pour tous les cas en g^n^ral ; et jusqu^ä ce jour on 
connait h peine la signiiication et la position de ce point et de cet axe pour le cas 
oü un Corps solide serait ebranle par une force de percussion dirig^e dans Tun 
des trois plans principaux du centre d'incrtie. Or sans avoir besoin de reprendre 
les choses'de bien loin, on peut d*abord resoudre ce cas particutier de la maniire 
saivante: 

Soit (I) le centre Jinertie du solide, et nommons, comme plus haut, /r^, 
ly* ^Izf %t% trois axes d*inertie en ce point; on peut admettre qu^une force ideale 
de percussion JPagisse instantanement dans le plan 'xfJy* sur le solide» pour loi 
communiquer un effet dynamique fini, plus ou moins consideVable. D^apr^s la 
throne des axes permanents ($• I) et la question directe de la percussion, il doit 
donc exister pour le solide un axe permanent 0% normal au plan 'x'y* qu il ren* 
contre quelque part en un point (O) tel que le point de rencontre de la ligne 
d^action de la force F avec le plan tir^ par / normalement a JF^ en soit le centre 
de percussion; et ce point de rencontre H s'obtient» sl Ton abaisse dans x^y' de 
/ sur jP une perpendicutaire //7. Mais en d^signant par C le moment d^inertie 
du solide» relatif i laxe Jz\ et par P le plan mene suivant ITI normalement ä 
jFI on voit que ce plan devra rcnfermer Taxe Iz' et Taxe OX auquel correspond 
le point n comme centre de percussiop. Ainsi le point (O) sera sur ia ligne Hl 
prolongee, et il/exprimant la masse du corps» nous aurons par la iheorie directe : 
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On ^ OI+C:M.OI 

et comme on a s^ussi OH = OI+IH par Fidentite geom^trique , on en con- 

clut immediatement: 

0/= C:M.ln. 

Puisque donc C, il/, 7/7, sont presentement les donnees directes de la 
question^ il sensuit que Ton connait la distance /O dont il faut prolonger la 
droiteü/ pour avoir le point (0) et partant Taxe OX qui est d*ailleur$ normal au 
plan principal a:'/y^ et forme un axe permanent de rotation relatif au point (O). 
Le point (0) et YaxeOX ainsi determines, sont ce que Ton doit nomme le centre 
spontane et taxe spontani de rotation, correspondant au mode actuel d'applica- 
tion de la force F. Ainsi^ quand cette force percute le solide ^ pourvu du point 
fixe (O), celui-ci et Taxe OX nen eprouveront aucune secousse» aucun choc; 
neanmoins il faut qu apr^s Tacte de la percussion, le point (O) continue ä rester 
fixe et ä dtre retenu n*importe par quel obstacle mecanique; car sll devenait libre 
de se roouvoir^ il serait empörte avec Taxe OX dans l'espace sous Taction inces- 
sante et continue des forces centrifuges ou reactions d'inertie normales qui nais- 
sent de la rotation du solide ebranle autour de Taxe OX\ ces forces se fönt en 
effet Tequilibre de rotation sur cet axe, puisqu'il est permanent; mais elles ont 
une resultante unique et effective, pass&nt par le point fixe {ß) et que celui-ci 
doit detruire constamment. 

Supposons que Ton fasse raouvoir la b'gne d*action de F tangentielleuient 
\ une circonference de cercle tracee dsos le plan d'inertie cc'Iy' et concentnque 
au point (/); le point (O) decrira sur ce plan une autre circonference d*un rayon 
C: M.//T, et Taxe O-ST decrira une surface cyUndrique d'un rayon egal, et con- 
centrique a laxe Iz\ Cette propriete de reciprocite entre le centre de percussion 
et le cenjtre spontane' de rotation est donc parfaitement analogue ä celle de Huygens^ 
relative aux centres d^oscillation et de Suspension dans un corps pesant, oscillant 
autour d'un axe horizontal -permanent de Suspension. 

Si la force de percussion etait dirigee dans le plan dinertie y'Iz\ le centre 
spontane correspondant {0^ se trouverait dans ce plan sur le prolongement con- 
traire de la perpendiculaire IJI, abaissee de / sur la ligne daction F, et ä une 
distance 10, donnee par legalite 

10, — A.M.ln, 

^marquant le moment dinertie relatif a ^axe/x^ De ro^me dans le plan d*inertie 
z*Ix^ on aurait : 
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On Toit donc qu il y a Irois centres spontanes principaux , correspondants ä trois 
Iignes d'action priacipales de la percassion, de m^e quil y a trois centres de 
percussion principaux. 

Cette simplicite de notions et cette facilit^ de constniction qu on vient dV- 
tabllr, ne se maintiennent plus ponr le cas plus g^neral de la question r^ciproque 
des centres de percussion ; voici d^abord T^nonc^ d*apr^ lequel eile nous parait 
devoir ^tre congue : 

3. 

La ligne daction sui^ant laqueUe une forte de percussion doü Sbran- 
ler un solide j est dorm^ie de direction et de position; on demande quel point 
(O) du solide ü faul rendre fixe^ pour que la secousse iprou^ie par le point ä 
t instant du choc soit nulle , et que le moupement de rotation ait Heu euitour 
dun axe permanent du mime point. 

Solution. Nommons OX Taxe d*el>ranlenient lequel doit etre ün des axes 
permanents du point inconnu (O), situ^ generalement en dehors de chaque plan 
d'inertie central; et concevous ie plan indefiniJP^ determine par la ligne OXet 
le centre d*inertie /; il devra £tre perpendicnlaire ä la ligne d*action de la force 
percutante F. Concevons en ontre suivant cette ligne de F un plan P', normal 
i la ligne mconviV^OX quil coupera au point {0) m^me. En effet les conditions 
de la question sont ^videmment satisfaites» si le plan P' mene suivant JF, est un 
plan permanent pour le point (O) du solide > et si en outre la distance entre {O) 
et F dskti&P^ est convenable. La question est donc ramenee aux termes suivants: 

Par le centre dinertie I dun solide on mine un plan P normal ä une 
droite donnie JF, et suicant cette droite on conduit un plan P*^ dabord arbi* 
traire pour le reste: on demande quelle position ü faut donner h ce plan P* 
autour de JF' pour quil soit possible de trouver sur la droite d intersection 
(JP, JP') des deux plans P, jP, tun fixe ^ Tautre susceptihle de tourner sur Fy 
un point (O) du solide^ pour lequel le plan JP' soit un plan permanent et pour 
lequel un axe OX normal en (O) au plan P* soit laxe spontan^ de rotation 

La question ramenee ainsi se con^oit mieux et se pretera plus facilement 
zux calculs analytiqueS) propres äi en exprimer les diverses conditions. Mais dans 
la vüe d'£tre mieux compris, il nous faut encore rappeler le point fondamental 
de la th^orie directe. On sait par cette theorie (voir p. ex. notre memoire du 
tome. 43 de ce Journal §« 1) que Ton peut toujours ebranler un solide autour 

Crelle-f Jonra. f. 4, M. Bd. XLVIII. Heft 1. 2 
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d'un axe pemianent (6ü4) relatif ä un poicit fite doane (üo)^ sans que ce point ni 
Taxe ^prouvent de choc^ si la force de percüssion agit sur le solide dans un plan 
permanent en (od) , nornnal a l'axe (6ü4)» suivant nne direction perpendiculaire au 
plan (I, 6ü4) et ä une distance de (oo) dans ce plan permanent, marquee par 
v, + Ml^lM.v, ; v^ designe la distance du ccntre / ä Taxe (w4)i ^k^ le mo- 
ment d mertie du solide par rapport ä un axe en / parallele a Taxe donne. Il 
seroble dooc, a n'envisager les choses que du seul point de vüe des idees m^cani- 
ques, que la question präsente soit ^gaiement possible dans tous les cas, sauf celui 
oü la force F serait appliquee au centre d*inertie m^me du solide. 

4. 

Suite. Soient X^ fi, rj les cosinus des angles de la ligne d*act)on de JP, 
avec les trois axes d mertie rectangulaires /x', Iy% Iz'\ et iS^ T^ 27 les coordon^ 
nees courantes d'un point quelconque de cette ligne ; Celle ci aura donc pour 
equations : 

c/.Ar — 43.1^ =s • 

T.X-S.^=a > . . . (F) . . . (X, A ly). 

Le plan P passant par Torigine /^ et normal ä F^ sera represeote par 1'^ 

quation 

%.S^fL.T^nV =3 (P); 

Sj TjU e'tant egalement les coordonnees courantes d*un point quelconque de ce 
plan. Nommons a^ <x\ a'* les cosinus des angles inconnus de laxe permanent 
OX, qui passe par le point {O) =: {S^ T, U) et qui doit par consc^quent £tre 
normal au plan P^^ avec les trois axes coordonne'es du centre/; Tequation deP' 
sera donc : 

et de phis on aura les relations perpetueiles : 

a^+a'^+a''* — 1 , X* + /i*+i;* = 1 . . . (Q) 

Comme d un autre cdt^ le plan (P^ doit renfermer la ligne connue de P, on ob- 
tient les conditions 
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■ 

lesquelles suffisent^ en combinaison avec la premiere ^quatlon QQ)^ pour trouver 
(X, a% €t!* en foiiction des donnees immediates X^fx^n^ a^b^ et de rindetenninee Z) 
relative au plan P'\ et au besoin il estpermis de consid^rer ces inconnues conanie 
des fonctions connues de {a^ by Dy Xy (jl^ tj). 

Les ^quations de la droite d'intersection (P, P^) des deux plans Py P, 
seront d'apres les notations pr^cedentes: 

En designant par ß^ ß\ ß" les coefficients de direction» cest-ä-dire les 
Cosinus des angies de (JP^P*) avec les axes coordonnees^ on conclut de lä^ ce quc 
Ton sait d'ailleurs par d'autres transformations: 

ß ±£s a*i2 — a''. fjLj 

ß = O/nj'^Oi.nflj 



et Ton a en outre: 



aß + a'ß' + a'^ß'' = 0, 

ßX + ß'/u+ß"ij — 0: 



de Sorte que les equations de la droite {Py P') peuvent se mettre sous la forme 

T.ß -S.ß' +D.tj = 

U.ß-S.ß'' + D.^= 0}... (P, P')-.. (ßyß'> ß")\ 

et des valeurs de ß, ß\ ß** on deduit encore aisement : 

aß''- a'^ß ^ fJL , a'/S — a^ =: 17 , a''ß' — afß'' = X, . . . (a). 

En outre on peut faire r^marquer que les trois droites J^^ Pj jP, OX, fonnant 
trois directions rectangulaires (Ky fi^ v)(ßy ß% ß^^(Sh ^^ ^^0» on peut dire quo 
I axe Ix^ forme avec ces directions des angies de cosinus (X, ßy «), et ^oser en 

cons^quence: 

A^ + a» + /J» = 1 (b). 

Mais cela ctant pose^ ii s'agit de tenir compte des cooditions roe'caniques 
de la question. Or Taxe OX doit etre pour le point inconnu (0)^ = Sy Ty Uy uq 

2* 
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axe permanent du solide; on aura donc en vertu des eqüatiöDs (t'9 \\\%i I) les 
conditions generales suivantes: 

(I.) a'.a".J5' + aaY— aa'.g^ + (a"^+a'OÄ = 0. 
(II.) af'.a.A' + aVy-f- (a''* — a?)g — aa'Ä = ; 

dans lesquelies les quantites^^ g^ h ont toujours pour vateurst 

f=M.S.T , g^M.S.U , h^M.T.U 
tandis que Ton a pour A'j B': 

Sans nous arr^ter ä voir dans les equations (I^ II) des surfaces du second 
ordre ä parametre variable ou indeternnin^, substituons d'abord les valeurs de 
7^ J7en fonction de »S, donnees par les egalites (P, JPO, et il vient: 

A' = C-A + M.S''^M(ß'\S+/ji.D)^:ß', 

p 

f=z M.(^.S'-'i,.D.S):fi, 
g = M.(ß".S*—/u.D.S):ß, 

m 

Si dans la vüe d*abreger encore IVcriture des Formule^^ on pose: 

{C-A).M ^ E , {C—B).M — H 

dans les valeurs de A% B% et qu on substitue les quantites ainsi calcu!<fes en Sf 
de mime que Celles def^g, h dans les fomiules (I^Il)» ^" obtiendra ü leur place 
ce$ deux autres egalites : 

-aa'</J'.5-i7.D)0r5+^D).f./?.(a^-.a»)0S"5*4-fi.D.-S)^ ^ ®"* 



}=•. 



-a.«'./»0r'iP4-fi-D.«)-i-(a'^-a'«)(/9'S--i2.D)(^.54-f4D) 

• Voiiä donc deux equations du second degr^ en S qui par relimination de 
cette inconnue devront fournir une au moins et deux equations de condition au 
plus entre les inconnues a, a% a'\ D. Mais la condition d'une percussion nulle 
sur laxe et sur le point fixe que Ton cherche, devra produire dussi une equation 
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de condition; ce qui donnera cinq equations au moins pdur deteiminer quatre 
inconnues seulement. Le probleme envisage du simple p'oint de vue analylique 
parait donc impossible en general. Neanmoins en revenanl a Fidee de la propriete 
reciproque du centre de percussion y nous sorames naturellement porte k adiueX* 
Ire uae Solution possible» au moins pour de certains cas particuliers. 



5. 

Suite. U est donc bien important d*examiner avant tout la nature des 
deux equations en S qu'on vient de'tablir, et de tenter une elimination qui au 
premier abord parait inextricable. Or eu egard aux conditions (a)^ on peut 
mettre la premiere de ces equations sous la forme suivantes 

m 

+ lß(ar-tt*)fi.D-ha(/^.t].D-~a(^ß'ft.D-t^a''ß.ii.D-2aaf'ß^li.Dl.S 

£n nommant t", t', t les coetlßcients respectifs des tennes en «S*, iS*, iS* 
dans cette equation, ou trouvera aiscment: 

- aßi^ß - aßT) + clßl{,cl'ß ''aßr)-^ cl'ßTifiPß - aßT) 

- - (a/? + o'/J' + o"/5")/* - 

«' : D - ßia^ - o»)/t + aß^ia'f] - a"fi) - at^ß'fi - clcl'ßri - «0**^ 
« ßii (oT* - a«) -I- aß"ß - a'tt'ßn - afi (a*ß' 4- o"/f) 

- ar*ßi4, + aßßf - a'a'ßn - afi (a'ß + c^ßT + a/J) 

- a.ß,ßf+a"ß(ix''iA-^tin) - ctßfßT^t^ß*. 
Ainsi la vateur de t' : Z> se re'duit finaiement ä la forme : 

if'.D - ßiaßr-t^ß) a pi.ß , et <' - (i.ß.D. 

Soient de m^me /j, ii^ U 1^« coefGcients respectifs des termes en »$*, •$*, «S* 
de la seconde equation en S; on trouve par une marche toute semblable a la 
precedente : 

tandis que pour la premiere on a obtenq : 
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/" = , i' = +^.ß.D , t = a.ß(p/'ß.E + /ii.iy). 

Ainsi donc les deux equations en S s^abaissent d^elles - m^mes au premier degr6 
et rev^tent la forme fort simple; 

fiß.D.S+aßiaf'ß.E + fji.D') — 0( 

( • * * (S) 

— JL.ß.D.S + ßia'a'\ß.H'-a.X.D^^ 0' 
et pourvu qu'on ait IVquation de condition suivante: 

(jM%H^a.X.E)a.ß = (B), 

elles donneront pour S la valeur commune: 

(IV.) s = -a-ö--7:D- 

On peut faire remarquer que fequation de condition (B) est satisfaite 
par 1 ^galit^ ii zeVo de Tun quelconque des trois facteurs fjuof. H+a?.,E^ a!* et ß. 
D'uQ autre c6t€^ le facteur /? = jouit de la propn6te de rendre ä la fois identi- 
ques les deux equations (B). en laissant indeterminees la quantite S et partant 
Celles 7\ 17; de Sorte quau premier abord m£me il parait le mieux approprie ä 
la recherche quon se propose; mais comme il ne faut rien laisser au hasard d^un 
choix) m^me plus ou moins heureux , il convient de penetrer franchement dans 
toutes les difficultes du sujet, et de discuter successiveroent Thypoth^se de Tega- 
lite ä z^ro de chacun de ces trois facteurs. Toutefois achevons d*abord la partie 
g^om^trique de la Solution de la question. 



6. 

Suite. Les veritables inconnues du probl^me sont a, af^ a!\ D et les 
coordonn^es SjTy U An point inconnu (0)« Or une condition essentielle de la 
question a ^t^ omise jusqui ci; c'est celle qui exige que le point {0) et la ligne 
d'action deJ^ se trouvent dans une Situation et ä une distance mutuelle, teile que 
la percussion sur le point {Q) soit nulle. Du centre d*inertie / du solide abais- 
sons une perpendiculaire IQ sur le plan permanent P* de {P)\ eile sera une pa- 
rallele ^ 1 axe OX^ et aura pour equations : 

U.a — S.a'* = , T.a — S.a' = . • . (IQ.) 
En combinant Celles« ci avec requation du plan P^^ et denotant par 
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Sn T,y U^ les coordonnees du point de rencontre Q de celte normale avec le plan 
jP*f on obtient: 

S, = —a.D , 7; = — a'.2> , U, = —a'\D. 

De plus la droite Qu abaissee dans P' sur la droite F doit coi'ncider avec la 
droite (P, P^), puisque les plans P, P* sont rectangulairei^ et que la ligne IQ 
n^est autre chose que la perpendiculaire mene^e de / dans le plan P sur sa droite 
d*intersection avec P'. Pour avoir Tcxpression de la distance Qüy \\ faut donc 
encore chercher les coordonnees «S^T^C/j du point de rencontre 27 du plan JP avec 
la ligne F) on trouve: 

S2 = — {ofi + bri) y T2^i-j(a^ + bfi) , ^^2 — x'^ ^(^M -^ h)y 
d*oü : 

ou: 

et de Ik resulte: 

QIP.)? = a«+Ä«- J>*i*-(fl/i+Äi^)« .... 

De m^me la distance de (O) h Q qui doit se mesurer sur le prolongement de la 
droite üQ, de la gauche vers la droite, h partir du point Qy si la distance QU se 
mesure de droite h gauche a partir du m^roe pied Qy est donn^e par la formule 

laquelle devient en vertu de IVquation de P^ . 

QO^ = Ä^+ 3^+ IT* - D' .... (D) 

et ceresultat est aussi evident par la voie geome'irique^ puisqtie 2)^ QO sont les cdtes 
d'un triangle rectangle dont la distance /O == YiS^+T^+lP) est l'hypoth^nuse. 
Mais pour que le point (O) nVprouve aucune secousse lors du choc^ le 
point donne 77 doit £tre le centre de percussion correspondant, et il faut par con- 
sc^quent que la distance QO puisse se calculer par la formule 

QO=:M.k^:M.Qn 

dans laquelle Mk^ designe le moment d'inertie iu solide par rapport h la ligne 
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centrale IQ^ parallele ä laxe OX\ ce qui donne par la theone connue des mo- 
ments d^'nertie : 

partant : nP.QO". QU} = {A6} + Ba^ + Cai^^ . . . (E); 

On voit donc par la que la quantlte QO doit ^tre calculee de deux maai^ 
res differentes: Tune fois par la condition (D), et fautre fois par Tegalite (E) 
qui exprime une des conditions fondamentales de la question. Donc toutes les 
fois que labscisse S et partant les coordonnees 7*» 17 6e (O) re;oivent des valeurs 
deterrainees en vertu des equations («S) et de celles (P, JP^ > les ^quations(D,jE) 
donneront Heu ä une equation de condition qui resulte de IVlimination de QO 
d^entrelles, et qui aura la forme: 

= {Aa? + Ba"^ + C'ay (V.) 

S^ y represente pour abreger sa valeur— (a/w^bff) donhee plus haut. Mais dans 
tous les cas oü les Equations («S), au lieu de donner pour S une valeur seulement 
commune^ laissent cette quantitcf ind^terminee^ et qu il en est pac consequent de 
indroe des quantit^sT^C/quon ne peut deduire de (P,P^) en fonction de S que dans 
Thypothese de S d4]a connu, la formule (D) laissera QO egalement indetermine^ et 
cette distance QO pourra par consequent £tre calculee par requation (E)^ indepen- 
damment de toute equation de condition teile que (V) et de ses analogues. Or 
il est manifeste que le premier cas peiU arriper g^n/ralement pour une valeur 
commune et ddtermin^e fournie par les egalites (iS), et ayant la forme de IV* 
quation (IV) ; et que le second cas doit se präsenter pour Thypothese de ^ = 0» 
puisque celle-ci rend les equations {S) identiques, et que par ia les coordonnees 
SjTyU restent inconnues. Avant que de nous livrer ä Texamen des diverses dr* 
constances et de phases multiples de la question , il importe de presenter encore 
quelques remarques geometriques. 

Comme les coordonnees du point d'intersection 11 du plan P avec la ligne 
de F ont les valeurs 

*^ 5= — {p.fjL -I- bri) , Tj = . , . , j U% '=^ 

et que la droite (P, PO doit passer par ce point (6^, T^^ U^y on doit avoir ega- 
lement: 
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Or en subsistituant dans celles-ci les valeurs de «^ T2, Ü2 donnees ci-des- 
suSt on ne saurait obtenir de nouvelles equations de condition entre les constan- 
tes et les inconnues de la (juestion; cest ce que Ton peut verifier aiosi. Cettesub* 
stitution donnera: 

Equations qoi peuvenC ^tre pr^sentees sous cette autre forme : 

aß-h(aß + bii)(lß' — fiLß) + D.X.ri =0, 
bß + (a/u + bfi)(Xß^^ß.ti) — D.X.fiL =0. 

Mais eu egard aux equations de condition de'jä ^tablies antäieurement, on trouve 
aiseroent: 

a = fiß''^riß'^ a'^riß^Xß^y a'' = X^ — ^^, 
et les relations precedentes deviennent par lä : 

aß + {afJL + b^)a'^ -I- D.X.ri = 

dou resulte: 

et en vertu de la valeur de ßl 

On en deduit encore' : 

{afi + bii)ß'ir{a/JL+ bfi){a''/UL — a*fi) == 

et comme on n*a pas geneValement ii/i + Äi7 = 0, il restera: 

ß + a"/x — a'ti = ; 

ce qui donne pour ß la valeur mcme» dej4 obtenue par une autre voie. De plus^ 
comme Pequation (e) est identique ä la deuxieme equation (A), il s'ensuit que 
les resultats pr^c^dents ne renferment rien qui ne soit dejä compris dans les for« 
mules etablies d*abord. 

Cfelle'i Jommal f. 4.* M. Bd. XLVIII. Heft 1, 3 
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7. 

Essayons d^aborcl de raisonncr dans l'bypothese que la *condi(ion (B) sub- 
sisle, et de Tegalile ä zero du facteur ^aH-ir aXE\ on fera en consequence: 

fiLa H+ aXE =^ . . . (C). 

Dans ce cas Tabscisse s aura une valeur gene'ralement deterrninee, fournie 
par l'egalite (IV), et la distance QO peut par consequent etre calculee de deux 
inanicres, savoir par la formule (D)^ et par celle (£). Yoyonsl ce qui resulte de 
U. £n faisant encore pour abreger : 

E C-A /INI , 

/i'i2"+ A^V + aV(1 - ^)' = «^ 

et combinant ensuite requation (C) avcc la premiere(A) et avec celle a^+a'^+a''* 
SS 1 , on obtient : : . 

a = ^ly : fi' ; a^ = — A «y £ : £' ; a" = i/i(fi — 1) : c' ; 
Ja seconde equation (A) donne ensuite: 

et les valeurs de ß, ß', ß" en (a^ a', a", X, fx, rj, §.4) deviennenl: 

Les valeurs 6e S, T, U pourraient 6tre calcule'es ä i'aide de IVqualion (IV) et de 
Celles de la droite (P, P*); niais il suffit d'obteiiir fi? + 3P+ ü* ~ D»; ön de'- 
duira de (P, P*) : 

dVi: (5»+T'+l^»)^ = S' + (ij» + /i')D»-2C/?'i,-^».D.S. 
aiDsi; comme ß'i] — ß^'/u. = — a, on en conclut: 

(5» + T» + t;a _ 2>») ^«^D» 
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D'ailleurs en vertu de l'e'galit^ (6, §. 4) on a e'videmment; 

— aV'-O* + (i?' + /u^- ß'/ix^jy — W +/t* — iS» - a»)^»Z)* 

= ( 1 - A» - /3« - o«) ^' Zy = , 
partant : 

et par la comparaison de cette valeur de QO^ avec celle de IVquation (E §• 6) 
on obtient, eu egard ä la valeur de Q/Z^ requation de conditioa suivante: 

laquelle peut-etre consideree comme siibsistant entre les donnees immediates 
X, /UL^f^, a, b^ j4^ B, Q M de la question ; car la Substitution desquantites 0,0% a\ 
B en fonction de ces donnees est manifeste; niais eile est en meme temps super- 
flue; puisque la condition (5), sous la forme precedente, montre par elle-m^me 
dans quels cas parti(:uliers eile deVient identique seulement. Nous voyons par 
exemple que cela arrive premierement pour A = 0» ce qui donne aussi a^^ = 0; 
deuxiemement pour ^=0, ce qui donne aussi a = 0; troisiemement puur 97^=^0, 
^ =2 a la foi^, ce qui donne aussi a ^= 0^ a' = 0, /r s=? erja ?= 0, ou D =£ 0; 
de Sorte que par lä les deux mehibres de (V) deviennent nuls a la fois. 

Tout ce qui ressort clairement de la, c^est que Tegalit^ ä tero du premier 
facteur de IVquation (B) peut en effet donner une Solution de la question pöor 
les cas speciaux ou la force de percussion agit sur le solide suivant une droite 
dont la condition satisferait ä Tune des conditions un, deux, qu^on vient d*indi* 
queo ou dont la direction et la position rempirraient les conditions 17 = 0, &=0; 
En geneVal, on voit que ce m^me facteur de (B) peut du rooins fournir une 
Solution de la question, toutes les fois que la force de percussion agira sur le 
solide suivant une droite dont la direction et la position satisferaient parlesquan* 
tites (a, /Et, 17, a, b) ä la condition (V), de sorte que ces quantites ne seraient plus 
des donnees arbitraires. La seule concinsion exacte que Ton peut tirer de la, avant 
que d'avoir eprouv^ ä Tavance Tegalite ^ zero des autres facteurs du premier 
membrede(B), consistera selon nous, a admettre q^jie, s'il extste une Solution de la. 
qnestion pour le cas general ou la ligne d*action de la force F ne satisfait pas ä 
la condition (V), cette Solution ne saurait £tre fournie par la suppositioa 

3* 
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/ia^H+ aXJE = 0, partant que cette egalite a z^ro du premier facteur de (B) 
doli ^tre rejetee comme un moyen d'investigation de ]a Solution la plus generale 
de la question, si toutefois cette Solution est possible; et neanmoins cette faypotliese 
ne devra pas ^tre rejetee d'une maniere absolue. Pour justifier et eclairir cette 
maniere de voir aux yeux du lecteur, expliquons nous par quelques exemples. 

Exemple /• Considerons le cas particulier oii la force de percussion agit 
dans le plan d'inertie central y'Ix'\ ce qui suppose a la fois & = 0^ i^ = 0, et 

donne a = 0, a' = 0, a" = l, 2> = 0, Sj^—a/i^ 7; = ^ + -^^ 

I7, = 0, S, — 0, T^ — Oy t/, = — /) = 0, ß — —fij ß'^'^j ß^^Q. 

La condition (V) sera remplie identiquement, et il en est de m^nrie des ^quationi 
{S)\ la valeur commune de S reste donc indeterminee, comme cela doit etre; ce 

qui prouve aussi Tequation (IV) qui donne: 5=0 — q.= q, r= g, 

27 = -ß = ; ainsi le point (O) doit se trouver dans le plan d^inertie central 

y^x^ oü il occupe une position qui est seulement indeterminee pour autaot que 
Taxe normal OX qui y repond est permanent; mais comme ce point (O) c^ens^ 

(ixe dans le solide, doit eprouver une percussion nulle, lors du choc, oo devra 

Ca"* 
caiculer sa position par la formule QO = juoil '^ ^^ ^^ ^^^^ ^ Q^ ^ ^» ^*on 

QO = CiMa^ et nöus retrouvons ainsi preciscment la Solution particulidre qui 
etait evidente ä l'avance d^apr^s les considerations du ($. 2«) 

Exempk II. Supposons ensecond Heu que la force de percussion agisse 
suivant une direction seulement parallele au plan d'inertie central y' Ix\ ce qoi 
est exprime par la condition unique 9; = 0. De la resulte: 

a = 0, a'=0, a'' = — 1, ß — ^Ly ß^ — —Xj ß'' — Oi 
Ar = ;i(l-^)Ä, D = |, S,=^0, 7; = 0, t/, = |: 

^ = — fl^, 2; = flÄ, ^a = |> *S=0, r=0^ V—i^Qn=a\ 

ÖO»=Ä»+r*+l7^-l>* = ^-r| = 0, Joü QO = 0; 

et comme on doit avoir aussi QO =s C:M. Qjl =^ CiM.a, il s'ensuit que les 
deux valeurs de QO ainsi calculees, sont incompatibles , tant que la distance 
Qn = a aura une valeur finie« Ainsi dans le cas actuel la question parait im- 
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possible* Mais cocnme ii sera clemontre plus bas que pouf le cas de 17 =s il 
existe neanmoins une Solution fort iimple de la question ^ U devient evident que 
Tegalite a zero du facteur /ma'H ^aXE est en geocral inadmissible ; en outre 
eile donne lieu dans le cas particulier actuel m^me, ä une contradiction patente 
qui porte ä la rejeter independaroment de ce qui doit se produire plus loin. En 
effet^ supposons que la percussion agisse parallelement au plan d^inertie central 
z'Ix\ ce qui donne ^ = 0; et la condition (V) se trouve satisfaite« Pour le cas 
analogue de Jl = 0, on y salisferait encorc. Nous serions aiasi conduit ä con* 
clure que quand la force de percussion agit parallelement a Tun des deux plans 
d^inertie z'x\ zfy*» il y ^i^ uoe Solution, tandis qu'il n*y en aurait point quand une 
fois eile agirait parallelement au plan y'x^i or un tel resultat est contradictoire et 
absurde en tout point, puisque Taxe Ix* est dans nos notations Tun quelconque 
des trois axes d^inertie» de sorle que pour chaque plan d^inertie la <|ue$tion de<- 
viendiait tour*ä-tour possible et impossible par suite d*un simple changement 
de notations. Notre manicre d'envisager Tegalile a zero du premier facteur de 
Tequation (B) se trouvant ainsi justifiee suffisamment par quelques exemples^ il 
s'agit d'examiner les bypotheses c/' ss , /? » 0^ successivement. 

8. 
EsLamen de I'liypothise a' = 0. 

Je dis que cctte hypotbese doit etre absolument exciue de la discussion. 

il est bien vrai que quand eile subsiste^ les deux equations(v9)$^accordent ä donner 

poür TabscissetS une m^meva1eur«S= — a/); mais alors aussi rcquation^ir^^;!.) 

n^est plus une consequence identique des deux autres (r, IF)) et eile devient de 

son cote: 

JB— A 

et par la Substitution de la valeur de T en fonction de S: 

Avcc un peu d*attention on reconnaitra aisement que dans celle-d le terroe en «S^ 
est encore uul et quelle se re'duit a la forme 



M 



at/ß*^aa'ri\D^'i'a.rj.Dia'ß' + aß^,S^fj.a\D(crß''^a'/3).8^0, 
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ou bien, ä cause de aß + d'ß^ = (puisque t/' es par bypothesis) et de 
aß^-^a'ß «aa -*ij, a cette forme plus simple encore: 

et comme on ue saurait prendre a' = o, pui$qu*en vertu de a'' « ce serait 
detruire toute la g^ncralite de la question^ 11 faut que Ton fasse 

partant *^ =^ ~^*^"*" ""äT^^^VD' 

et pour que cette nouvelie valeur de S s'accorde au moins avec celle des deux 
equations(5)9 ce qui ne donnerait pas encore pour cela une Solution, il faut que 
Ion ait: 

« 

De plus, le cas de /9 a devant £tre reserve pour la discussion ulterieure, il faut 
Texclure pour le moment, et poser simplement : 

equation de condition gcneralement impossible; car pour les solides m^mes de 
seconde espece on peut faire tomber Taxe du moment inegal suivant la ligne Ix', 
ce qui.donne B =^ C^ ei A > ou < B. D'ailleurs on ne saurait faire non plus 
a a Ol, puisque ce serait encore une fois detruire la generalite de la question^ 
et la faire rentrer dans un cas tout particulier. Toutefois celui-ci ne doit pas 
£tre neglig^, s'il admet une Solution. Soit donc a la fois a^' s o , a » 0, par* 

tant £/ = l,^-0,/9«i?,/9'«-A,Z> = -|, 5 = , r«|, 

t 

i7«o,s, -o,r, = j,r7, = 0, gn^ » !^^^^ = i* , et Qff =. ±ä. 

Mais on aurait d un autre cdt^ QO^ = X*'"F™^ ' ®^ QOaO, partant Q/7 ^ cd; 

ce qui est incompatible. P*ailleurs, en supposant m^e Ä sd od , pour reproduire 
Taccord entre ces deux valeurs de QJEf, on retombe toujours sur une iropossibilite 
roecanique de la question, puisqu'on ne saurait faire agir une force sur un solide 
h une distance infinie« 
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La supposition de a' es 0, )ointe ä celie oT «a 0^ conduirait ä un resultat 
aoalogue^ de sorfe qu'il est superllu de sy arreler^ d*autant plus quelle n*est au 
fond que la conibinaison d'bypotbeses a » , a'' es 0. 

Comroe les equations (5) devieiincnt identiques pour c^^ s 0, et dans la 
supposition de J9 = O9 on pourralt croire peut-^tre qu'il y ait une Solution dans 
ce cas. Mais J9 = reduit l'equalion (tS') toujours a la condition inadmissible 
(tS'O? Gardons-nous «eanmoins de conclure de la quil ny ait absolument pas de 
Solution pour de tels cas particub'ers. II s*ensuit seulement de ce qui precede^ 
quc s*il y en a une, soit dans le cas generale soit pour le cas de a^ «s , ce » 0, 
eile ne saurait etre fournie par Ibypothese a'^ » 0, prise comme point de depart^ 
et que celle-ci doit ctre rejetee comme moyen de recbercbe dans la question 
proposee, 

9. 
Dans ce cas on trouve, eu egard aux Taleurs de 

les resultats suivants: a^ b a'ijifjij et par la pfemiere equation (A): 

n' zu ^a.X.fiiCn^^fA') , a^ « -«.i.i?:(!;*^/*'X Or a^^-a'^-f-a''* « 1, 
d*uü : 

La deuxieme Equation (A) donne ensuite par ces valeurs: 



r AtQlP.X^ (§,6) dcjvicnt par IJi /i*+ b^-xW^-a^I^ ou fl*+&»— />*, 
a* = 1 pour ^ = (voir. eq. 6. §. 4). De U ri^ulte , en vertu de lä 



La valeur 
car i* 
Taleiir de D: 

Donc, 

conse< 

terminee par la formule geometriqi 

deiinir par la condition m^canique: 
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\i^—' M.Qn ^ 

independamment de toute equafion de condition enfre les donnees fondamentales 
de la question. En y portant les vaieurs de a, a^ a'\ Qn donnees ci-dessus, 
on obtient pour la distance QO: 

et pour les coelTicients de direction ß, ß', ß^* relatiTs ä la droite (P, P^ouUQOt 
les yaleurs : 

Le pied Q = (jSiTi U^ de la perpendiculaire IQ sera determine par: 

Si — — aD — '-{aii + bfj)^ 2^=:—^^^^ U^ = — ^, ^ ^, . 

Onconnaitd'ailleursla Position du pointlZ = («^T2l/2)»soitcoinroedonnee 
iromediatement, soit par le calcul de ses coordonn^es S^ = — (afi+btj\ 7^ = . .., 
l/%=s .... (§. 6); OQ a donc ainsi la droite IlQ en position et en direction; et 
cette droite etant connue, on n*a plus qu ä prendre sur son prolongement, ä partir 
d'un point connu Q, une distance QO, donnee par la formule gcometrico - meca- 
nique • • • (y), pour obtenir le point cherche (O), et ä elever en ce point un axe 
OX normal au plan P^ ou {F,nQ\ maintenant connu de position autour de F. 
Slais en nous reportant ä notre point de depart, nous parviendrons aisement a 
realiser la Solution precedenfe tout-entiere par une construction geometrique dans 
les trois dimensions, et quil est utile de faire connaitre, parcequ'elle resume laoa- 
lyse de la question. 

Par le centre d'inertie / du solide conduisons un plan P perpendiculaire 
ä la ligne d'action de la force F\ par le point de rencontre n du plan P avec 
cette ligne, menons un plan auxiUaire P,^ normal d faxe d*inertie /x'; le planJP, 
coupera le plan P suivant une droite indefinie Il6 qui parsuite de cette con- 
struction est ä la fois normale ä la ligne de jPet ä Taxe Ix^i mais la ligne Jinter« 
section (/?, ß*, ß*') de P* avec P doit ötre aussi ä la fois normale ä JP et ä Taxe 
Ix\ en vertu de ^ =s 0; donc les deux droites 27d et (P« P^) ou UQ, ajant 
d'ailleurs un point de depart commun 11, doivent co'incider ensembie; et le plan 
en i7» forme par les deux droites jFet nS^ est preciseraent le plan P* qui sc 
troüve ainsi construit 
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Si Ton abaisse ensuife du eentre / sar le plan P^ une perpendiculaire ou, 
ce qui revicnt au mSme, puisque les deux plans (P, P^) sant reetangutaires» si du 
eentre / et dans le plan P on abaisse sur US une perpendiculaire IQ^ on aura 
construit par lä sur 179 le point Q et la distance llQ dont la valeur analytique 
est donnee par la formule C^). La connaissance des trois moments d mertie prin- 
cipaux ^y B, C du solide permettra enfin de mesurer sur HQ, äpartir du piedQ 
et en sens contraire de Qll, une distance QO fournie par la formule (y); ce qui 
donne finalement le point (O); et la ligne OX normale en ce point au plan 
(Fn6)j ou parallele ä la droite IQ^ sera si la fois pour le point (0) du solide un 
axe permanent y et pour la force de percussion F un nxe spontani de rotation, 
APiiistant du choc le point (O), etant rendu fixe, nVprouveraaucune secousse, au- 
cune trepidation, pendant que la force ebranlera le solide autour de laxe OX ä 
la fois permanent et spontane de rotation ; car la resultante effective de faction 
et des reactions duiertie tangentielles^ transmise en ce point ^ aura une \aleur 
absolument nulle. Neanmoins il est necessaire que le point (O) conserve sa fixit^ 
mecanique apres le choc, afin de pouvoir detruire la resultante effective des 
reactions d'inertie normales qui naissent du mouvement de rotation produit, et 
qui se fönt seulement Tequilibre de rotation sur Taxe OX^ puisque celui-ci est 
permanent. 11 est tout aussi necessaire que le point {0), d^termini^ par les re* 
cherches precedentes, soit cense fixe pendant l'instant dt ou J^t du choc m^me, 
quoiqu'il nVprouye aucun choc; la supposition contraire rendrait 1^ corps solide 
parfaitement libre et nous ferait rentrer dans la question generale traitee au (§.9) 
de notre memoire de 1848. (Voir. le tome 43 de ce Journal.) 

Rimarque I. Le point (O) etant obtenu de la maniere indiquee plus 
haut» il est 6videmment superflu den calculer les coordonnees S. 7, V\ nean- 
moins comme ce calcul pourra nous servir plus tard, il doit ^tre indique dds-ä- 
present. Or les deux premi^res equations {P^ P*) nou5 donnent chacune par 
^= 0: 

la troisieme fait connaitre ü en I • savoir U = • En substi- 

tuant ces valeurs de S et de U dans la formule 5*+ T^+ C/^ = /?* -h Q0\ et 
resolvant par rapport a Tj on obtient: 

Grelle*« Joorn. f. d. tf . Bd. XLVia. Hefl 1. 4 
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et en substituant ici pour D et =t: QO lears valeurs expos^es ci-dessus, ou ob- 
tient d'abord pour S, «S = 5i = iS^ = — (a^ + Aiy); comme ccia doit ^Irc, et il 
vtent pour les deux autres coordonnees T, U: 

Rdmarque IL On peut faire aussi remarquer que de toutes les quaotites 
obtenues par la construction faite plus haut^ la seule distance QO chaoge de va- 
leur^ sans se deplacer autour du poiot 17, quand on passe d'un solide a un autre 
de mdme centre^ ayaot st^ axes d'inertie diriges suivaot ceux du premier. 

Rdmarquer HL Le facteur /ua\H+ aX.E de requation (B) devient 
par Teffet de la Substitution des valeurs de a, a' fournies par la Solution actueile: 



V(i?' 






et i*on voit quil a une valeur (inie qui ne saurait £tre nulle en general ; de sorte 
que par son egalite h zeVo il ne saurait non plus donner la Solution qui resulte de 
ß sz 0; cest ce quon peut en effet y^rifier par la comparaison des valeurs des 
inconnues que fournissent les egalit^s (a^ ß^ y) avec les valeurs des m^es incon- 
nues qui ont ete Irouvees au (§.7)9 et par la supposition de /ua'.H^ak.Ess 0. 
Or la Solution deduite de ^=0^ doit subsister pour tous les cas, et avoir par con- 
s^uent encore lieu^ quand les donn^es (A, fi^ tjj a, b, A) satisfont ä 1 equation de 
condition (V). Mais Thypothese du (§. 7) fournit une Solution diflerente de celle- 
la ; il parait donc r^sulter de lä qu il puisse y avoir deux ou plusieurs Solutions ht 
la fois pour le cas particulier ou le rnode de percussion satisfait ä la condition (V) 
du (§• 7) ; mais pour le moment il nous faut laisser la question indecise. 

lUmarque IV. Comme la droite TLS est definie par la condition d*ltre 
a la fois dans les plan P normal a F^ et dans un plan mene par TIj perpendicu- 
laire ä Faxe Ix\ il sensuit quelle est orthogonale ä /" et ä /x^ en m^me temps» 
et qu on peut la construire aussi idealeroent, en menant par le point TL une droite 
IIx" parallele a I'xfy ce qui determine un plan {F^IIx") auquel il suffisa d elever 
en 77 une perpendiculaire HS pour avoir la droite demandee. 
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10. 
Kxamen <ie Mwerm eas parttcnllers et <iea dlffücalt^s «ti'lla •ÜVent. 

D^s qu on veut appliquer l'analyse prece'dente ä de certains cas particii- 
Hers, on tombe sur des difßcultes imprevües qu'il Importe de mettre en cvidence 
et de lever graduellement. 

/. La force de percussion agit sur le solide suwant une droite cen- 
trale; cest ce qui donne: 

ö = , Ä = , 0/2 = , QO—(X>. 

Ainsi Faxe spontane et permanent passe a Tinfini; ce qui etait evident ä Tavance, 
puisquaiors il n y a qu'un mouvement de transport rectiligne imprim^ au solide. 
Mais cela revient toujours si dire que dans ce cas la question est impossible, puis- 
quon ne saurait trouver aucun point ä l'infini, li rendre fixe dans le solide. 

//. La force de percussion agit dans un plan dinertie central^ dans 
le plan x*Iy* par exeraple, ce qui est exprime par les conditions 

j^ = 9 6=0, (voir les equaL F. §. 4.). 

Dans ce cas Tanalyse du (§.9) parait annoncer une impossibilit^ ; car eile donne: 
a^^ =r , QTI = , QO = OD ; et cependant par la question directe il est 
clair qu il doit y avoir une Solution evidente ä Tavance. 

Pour ^chapper ä cette contradiction apparente, il sußira de saisir la signi- 
fication v^ritable de Tegalit^ ^ = 0. Elle enonce evidemment que pour toute 
Solution possible la droite (P, P^) doit croiser ä angle droit l'un ou lautre des 
trois axes d mertie. Puisque donc il y a presentement incompatibilite ä admettre 
que ce soit laxe l'x', et meme ly' (car ß* =z rendrait aussi la determination de 
a^' en a illusoire, h moins que de prendre encore a'^ = 0), il faut adopter le cas 

de ^'' = 0, ce qui donne a' = a-j, et par la premi^re (A), a = , a' = 0; 

la deuxi^me (A) donne par la D =- 0^ la valeur generale de Qu devient ainsi 
Qu =a,4S^ = 0, r^ = 0, C7, = 0; donc le point Q coincide ici avec le 
centre, et in = a\ les quantites tS, T, ü restent inde'terminees. Donc on peut 
et Ton doit calculer QO par la formule : 



jja^ H- Bci^ ^ CÄ^ C C 

v?y — M.qn ■ Mjn " M.a ' 
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ce qui reproduit bien textuellement la Solution connue pour un cas parlicuiier de 
la tbeorie directe. 

La m^me difficulte se presente dans l'hypothese de a = , ^ = 0^ et 
se leverait de la m^me maniere. 

Quant a Thypothese de ati — h(M = » et ;i := 0, on texaminera plus bas. 

III. Laforce de percussion^ dirigSe (lailleurs (lunefagon quelconque^ 
coupe par sa ligne daction tun des trois axes Jinertie du corps. 

Supposons d'abord quelle coupe laxe Iy\ ce qui donne d = (voir. F) 

et Qn = ;t.V(,2«'i^») 1 6^ = ^^^' Cvoir a, ß,y... %. 9.) 

Pour exprimer quelle coupe Taxe Iz% oq ferait o = 0, d conservant une 
valeur finie» et la Solution en quantites finies deduite des formules (a, y^ ä) se 
mainti^nt dans cbacun de ces cas^ sans donner Heu a aucune dißiculte'. Mais on 
Yoit eu m^me temps par la que quand la force de percussion coupe par sa ligne 
d^action Fun des axes d'inertie, la droite {P, P') ne saurait croiserii angles droits 
que Tun des deux axes restants; et que jamais eile ne saurait £tre orthogonale 
avec laxe d*inertie m^me que rencontre la ligne d*action de la force; c*est pour 
cette raison que Ion trouve par le (§• 9), en admettant que JP coupe laxe /rr' 
m^me, ce qui donne arj — b/i = 0, les valeurs Qn=z 0, et QO = (X> ; qui loin 
d'annoncer une impossibilite' absolue, expriment rincompatibilite des conditions ou 
bypotheses combinees: ß =:0 ^ atj — bfii = 0. 

Pour mieux eprouver la validite de nos raisonnements, et de notre expli- 
cation de cette di/ficulU consid^rable qui nous a si longtemps arrete, mettons 
formellement les conditions que la ligne de F coupe laxe Ix% et que la droite 
(P^ PO croise Taxe ly' ä angles droits. U faut donc en vertu de ces raisonne- 
ments qu'il y ait alors une Solution. Or les conditions prescrites etant expriniees 
par les equations 

on obtient d'abord par la Substitution de ces valeurs dans les formules (A): 

et de la on conclut pourQU, et partant pourQO, des valeurs finies» et pour^.jS^^ 
on aura 



ya* + i?») • ^ -^va^'^n'y 
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Une Solution diTferente existe de m^me pour ä = 0. -, ^''= 0, et n'exige pour 

dtre deduife, qu'un changement de notations. Ainsi pour exprimer lesideespre- 
cedentes sous une autre forme » nous dirons, que quand la force de percussion 
coupe Tun quelconque des trois axes d^'nertie» la ligne (P, P^ ne saurait plus 
croiser ä angle droit cet axe ni^me; mais quVlIe est orthogonale avec Tun des 
deux axes restants; et comme Tanalyse n*annonce aucune prefe'rence de l'un sur 
Tautre, il faudra bien admettre encore une double Solution, savoircelleoiiladroite 
(P,PO croise ä angle droit le deuxieine axe dmertie restant (/?' = 0), et celle ou 
eile a cette disposition par rapport au troisieme axe d'inertie restant {ß" = 0); 
et des lors la troisieme Solution (ici ß =z 0) qui subsiste dans le cas general aussi 
bien que les deux premieres, devient irnpossible dans le cas particulier actuel, et 
par rapport ä laxe d^'nertie rencontre par la force de percussion. 

Mais s'il en est ainsi, la Solution generale obtenue au (§. 9) doit ^tre eile 
iD^ine triple, quoique les valeurs des inconnues soient uniques, quant ä la forme 
analytique; Thypolhese /f = qui la fournie, exprime en effet que la droite 
{P, jPO doit croiser a angle droit Tun quelconque des trois axes d^'nertie du centre; 
car laxe Ix' peut ^tre dirige successivement suivant chacun d'eux» sans que Ton 
cesse de reconnaitre ä chaque fois qu'il faut avoir y? = 0; donc la construction 
geometrique du (§. 9), executee pour laxe Ia;\ doit etre repete'e pour le sccond 
axe d'inertie Iy\ et pour le troisieme /z': 

Ainsi par le point 77 on conduira un plan P^ normal a laxe />^; il cou- 
pera le plan P suivant une droite Jlä^ qui marquera la seconde position de 
(P, JP'); du centre 7 et dans P on abaisse une perpendiculaire IQ' sur TZ 3', ce 
qui construit la distance nQ\ et a partir de Q' on portera une longueur Q'O' 
calculee par la formule analogue a celle (y, §• 9); ce qui donne un second point 
(O^) dans JP^ et un second axe 0X\ Par le point 11 on conduira un troisieme 
plan P^ normal a /ä'; il coupera P suivant nne droite 1Z5", ce qui donne la 
troisieme position iirf" de (P, P'), un troisieme pied Q^' et un troisieme point 
(O'O ^af^s le plan P, et un troisieme axe 0"JC"; le plan P' sera donc aussi Tun 
quelconque des trois plans (jF, /lrf).(iF, /75').(jF, iZc^'O- Ces resultals signifient 
mecaniquement que si Ton fixe Tun quelconque des points (0, (y, O'O <lu solide, 
pour IVbranler ensuite par la force F^ le point fixe n eprouve aucune secousse ä 
rinstant du choc: que le corps sera ebranle autour de Taxe correspondant (OJT» 
(yX\ 0''-X")' 9"^ '^ re'sultante effective des forces centrifuges sera desormais 
dcftruite par ce point fixe. Cette derniere propriele subsiste, parceque pour un 
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axe permanent les forces centrifuges ont une resultante passant par le point fixe 
pour lequel Taxe est permanent; Vebranlement se fera autour de Faxe en ques- 
tion, parceque la force F agit dans un plan P^ permanent du point fixe; la per- 
cussion daction et de r^action sur ce point est nulle, parceque la force JF agit 
normalement au plan, passant suivant Taxe et le centre dmertie, et quVlle est 
appliquee d une dislance convenable 11 Q, flQ'f IlQ" ü^e ä la distance QO, 
Q'Cy, Q^^O" d apres la coodition connue. 

11. 
Saite da %. 10. 

Ces trois Solutions que Ton peut n'admettre d'abord que difficilement, sont 
neanmoins comprises, quant ä la forme m^me, dans Fanalyse generale qui a con- 
duit d'abord ä ^ = 0. Pour obtenir en effet les equations (ß du §. 5), et par- 
suite ^ = 0, on a substitue dans les valeurs de f= Af. S.T^ ^ = M,S. 17, 
h = M. T. U des egalit^s (I, II. $. 4) les quantit^s . T. {7 exprimees en fonction 
de iS a Taide de (P,P,). Mais on peut tout aussi bien exprimer^^^A en fonction 
de T; ä cet effet on deduit des deux premieres equations (P» JP^ cette autre: 

{U.ß''-T,ß").ß'-Difiß''¥riß")^ü, 

ou (ü.ß'—T.ß" + D.X).ß^(i. 

Ainsi en admettant que le facteur ß ne soit pas nui, oo tire de celie-ci et de la 
preoii^re {P, P') les valeurs 

ü=(T.ß"-D.X):ß' ; S = iT.ß+ D.ij) : ß*. 

En efTectuant niaiotenant les substttutions dans f, g, h, en valeur de 2*, 
on trouvera que le'quation (II, §. 4) se ramene A la forme suiv'ante: 

&".T' + &'.D.T+&.J}* + aa".ß^.J£==0, 

dans laqueHe on reconnaitra d'abord que &" = 0, tandis que pour &*, ^, on 
trouvera les valeurs: 

&' = 2aa''(ßTi + ß"l>) + a'a"ß'n + (a"» — a?) .{ß" r, — ß'K) + aa' ß'.X 

=s a"iiia"ß"+aß)+aa"ßr]-a?ß'*i) + %a(aß+a"ß'')+ aa"ß"\^a"^ß\ 
+ a'|8'(a"i, + aX,) = {a"n + \a).{aß + a'ß'-¥a"ß")-¥a"ß{ar, — a"X) 
+ aß"io."% ~~ au) = (a"X, - ai,) . C^ß" — a" ß) z= ß' fi . 
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et la preroiere equation (^ se trouve remplac^e par celle-ci; 

Comme la deuxi^me (S) serait remplacee par un resultat analogue, ayant 
dans tous ses lermes le facteur Gommun ß', il s'ensuit que les coordonn^es 
iS, T, U restent indeterminees^ aussi bien par leffet de Thypothese ^ = 0, /? 
etant plus grand ou moindre que z^ro, que par celle /3=::0, ß* restantun rapport 
fini. De m6me, si Ton exprimait S^T^ U en fonction de ü, les ^quations qui rem- 
placeraient celled (S), deviendraient ideiltiques par Fypothese /^'^ = 0; et comme 
ces trois modes de Substitution sont egalement admissibles, ei ne doivent recevoir 
aucune prefeVence Tun sur Tautre, il s^ensuit que l'hypothese de Tegalite a zero 
de cbacun des facteurs ß^ß'^ß'^ faite successivement^ doil fournir une Solution de 
la question. Seulement on voit, et un des cas examines au ($• 10) le prouve, que 
Tune ou Tautre de ces trois Solutions peut devenir impossible, tandis que les deux 
autres subsistent, ou que deux dentrelles devienuent impossibles, tandis qu*une 
seule se maintient (2® §. 10). Pour mieux completer ces considerations, re- 
prenons Ics equations de la droite {P, P'): 

T.ß — S.ß' + D.fj = 
U.ß"- T.ß' + D.X = ) . . . (P, JPO 

S.ß''-U.ß + D./u = 

Pour ß =zOp elles donnent pour S que les equations (5) laissent alors 
indetermine, la valeur 4S= Di; : ß% et 4S= — D^ : ß\ D*abord ces deux valeurs 
de tS se reduisent a une seule en vertu de la condition generale i7/9^'+/4/9^-i-A/9a0 
qui devient ici t^ß'-huß a 0. En outre, quoique Tabscisse «Sprenne ainsi une va- 
leur d^terminee de forme, les Equations (P, P^) ne peuvent pas faire connattre 
T^ U^ pr^cisement parceque /9 » fait evanouir le terme en T dans la premiere, 
et celui en ü dans la troisi^me. On conclut de la que pour /? « le point (0) 
est situ^ dans un plan normal h laxe /x', et mene a une distance D.ti:ß) et 
quil y occupe une position ind^terminee ; qu'il est par cons^quent permis de cal- 
euler par la condition mecanique connue. Ce-ci est donc conforme ä la con- 
struction geometrique du (§. 9). De plus, dans le cas de /J' « 0, ou de ^ => 0, un 
raisonnement semblable a Heu. 
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La diversite des Solutions de la queslion se trouvant ainsi mise en evi- 
dente, et etablie sur un fondement solide, il resle h faire voir, comment elles se 
d^duisent toutes du resultat de la Substitution des quantites S^ T, U en fonction 
de S, ou de T, ou de ü. Or la premiere qui exprime T, ü en fonction de iS. 
et qui donne ensnite ^ «« 0, est dc]h trouvee au (§. 9). Quant ä la seconde qui 
repond a /?" « 0, et pour laquelle il faut faire subsister, non plus les equations 
(S)y mais leurs analogues en T et en ß^ dont la premiere a ^te etablie ci-dessus 
et se trouve marquce (7^, il faut considerer que ces deux Equations (7^ devien- 
nent identiques par Thypothese /5' » 0. De plus on conclutde lä pour les diverses 
inconnues: a^' ^ arjiX , c/ ■^ ff(A* + fi*): A^, d'oii: 

C-m 1' = <,« + «•- (a^ + 4,)' - '-^eS^^^^^l* ... OS-, . 



En(in la Substitution de S^ Tj U en fonction de U donnerait deux e'qua- 
tions (C/) faciles a e'tablir; et devcnant identiques par Thypotliese ß^ s= 0, et les 
e'quations (5} ni (7^ ne doivent plus subsister dans ce cas. De lä on conclut, eu 
e'gard aux formules fondamentales: 



D.X = 



V(X*+(i*) 



{y)^U— M.Q'n ' 

Mais ces resultats du calcul doivent servir principalement a mootrer le 
moyen d obtenir les distances QO, Q'O'^ Q^O^^ et par suite les trois points 




I* SieicheHi sur la quesi. redpr. du emin de pereuMiiom^ 33 

• 

(O, Cff O'O «wr les trois droites d^jä connues par construction ÜJ, nS\ Ulf; 
d'oü resultcnt aussi les axes OXy 0'X\ 0"X'\ On peut faire remarquer finale- 
ment que ces droites et ces axes sont situes dans le meme plan P' mene par le 
centre / normaleinent a la ligne d action de la percussion. De plus, pour avoir 
une idee plus sensible de la position des droites IIS dans ce plan jP, concevons 
dans P et au point 27 une droite d*abord arbitraire {d) que l'on peut faire tour- 
ner autour de 27 jusqu'a ce quelle soit tour-a-tour a angle droit avec chacun des 
trois axes d'inertie Ix\ Iy% Il*\ ces trois positions de {d) marqueront les lignes 
J/5, I18\ HS* sur lesquelles il faut chercher les points correspondants (0, 0\ C)- 



12. 

Saite de l>jLamen <ie« eas partleallers« 

Le caractere multiple de la Solution generale etant reconnu, nous pou-* 
vons maintenant reprendre Texamen de certains cas particuliers plus ou moins 
remarquables et difficiles a la fois. 

IV. ha force de percussion agit normalement ä tun des trois plans 
dinertie du centre^ ou paralle/ement ä tun des trois axes dinertie^ h taxe Ix' 
par exemple. 

Cette hypotbese donne /x = , i^ = 0, et par les formules (A) et celles 
du (§. 9) on obtient: a = , a' = § , a" = | , ^ = , ^' = § , ^'' = §• 

Ces resultats d'indetcrmination se con^oirent immediatement, si Ion con* 
sidere que Tequation /3 = a\ — o/',fx = qui a coaduit aux resultats (<x, ß, y, 
§. 9) par la valeur a*^ = a\r)\ fx^ de\icnt illusoire pour le but de lelimination, 
puisque i^aO ^ ^aOla rendent identique et que des lors eile ne saurait plus 
servir a exprimer o!^ en a\ Il faut donc renoncer aux resultats gen^raux d*elimi- 
nation, et revenir aux equations fondamentales. La premiere (A) donne mainte- 
nant aA = 0, partant a =-0, car A = 1; les quantites ^'^" devienneat: 

/3' = a''A = a" ^" = — a', 

et comme la condition a'^ — ai\fx = disparait commc moyen d*e1imination, la 
seconde e'quation (A), en combinaison de a^ + a'^= 1^ ne saurait suffire pour 
determiner les inconnues D^ a}^ a**\ il s'ensuit que Ton peut seulement determi- 
ner ch\ of' tn fonction des donn^es a^ h et de la quaatiteD qui restera, du moins 
en dega d'une certaine limite, une donnee arbitraire dans le cas actuel. En effet, 
quel que soit ici le plan P\ mene suivant F^ la distance — JD de Torigine a ce 
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plan a eyidemmeDt pour maximum la diagonale In du rectangle construit sur les 
edtes a^ b, pris a partir de / sur les azes Iy\ It\ On trouve pour a\ o!* les 
valeurs 

^ — a« + i* » ^ — a»-*.6^ ' 

qui prouvent aussi qu'on peut faire yarierjDentreIes)imitesO,ety(£2'+&')=/i7; 
ce-ci caracterise n^anmoins tous plans possibles meoes suivaot jPl La valeur de 
Q/7 devient: 

et QO = ( Ba"^ + C. a"^) : i»f . }/(a^ + i» — D») : formule ou il faut conccvoir 
a\ a'' remplac^s par leurs valeurs. La Solution est par conse'quent possible pour 
tout plan P* mene suivant F a une distance de Torigine moindre que //T; c'est- 
ä-dire pour tout plan suirant F dont la trace sur y V avec lequel coincide ici le 
plan JP) difTdre de la perpendiculalre en IT a la droite 7/7. En tirant de / sur 
cette trace dailleurs arbitraire^ une perpendiculaire /Q, et prenant» ä partir de soQ 
pied Q, en sens contraire de Q/T, la distance QO» calculee par la derniereformule, 
oii obtient un point ((?) et un axe OX situ^ dans j^V; et conime la direction de 
la tracfl^ de P^ en 11 suv y'z' est arbitraire, sauf le cas-Iimite, il 8*ensuit que la 
question comporte presenteinent une infinitcf de soIutions differentes. On peut 
faire r^naarquer du reste que la Solution que donnerait ß' = 0, est comprise 
eomme cas special dans ces resultats« EoefTet^ en prenant D s= — a, on obtient 

c! == ^r;rj5 = l^ et «" = O; partant /?' = 0, et ß^* = — 1. Il en est de m£roe 

de Celle de ß^* =s 0, qui repond ä Z) = -« &• Car en prenant les signes inferi- 
eurs, on obtient d^s lors : 



-a6-f-öJ ^ _ o*+6« 



a 



# ' — . A ^sn 



^ a^ + 6» — ® » «^"'^^a*^.**^'^- 



Ainsi ioules les fois quune force de percussion doit dbranler un solide 
suioant une direction normale ä tun des trois plans dinertie, on peut trouver 
dune infiniti de m'anidres diffirentes dans ce plan un centrefixe (O) et un 
axe sponiani et permanent de rotation en ce point. 

On n aura qu a tirer par le point n dans ce plan, des droites arbitraires et 
indeßnies, et reptfter sur cliacune la constniction indiqu^e ci dessus; ce qui a 
chaque fois donne un point {0). En exprimant analytiquement cette suite de 
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Gonstructions, onparvient araconnaitre quelelieu geometrique des poiats (O) est 
une courbe du troisüme degrd. 

Il Importe aussi de r^marquer que pour cliaque poiot (O) ainsi obtenu, la 
drohe OlI est eUe-m^me au point (O) un axe permanent du solide; car cette 
droite est perpendiculaire au plan forme par OX et par une parallele en (O) k 
F; donc, puisque cette parallele est normale ä y^z\ et partant un axe permanent 
en (0)9 et que OX en est un autre^ il faut que 0/7 soit le troisieme axe de ce 
genre. Ainsi le cas particulier traite ci-dessus, permet aussi de trouver de diver- 
ses manieres dans un plan d*inertie central un point (0) pour lequel les trois axes 
permanents ont des directions determinees et dont Tun 077 passe invariablement 
par un meme centre Tl. Mais le lieu de ces points (O) jouit en outre de la pro- 
pri^te particuli^re de donner en chaque point (O) qu il comprend y un axe k la 
fois spontan^ et permanent OX^ oorrespondant a la forte qui en 77 percuterait le 
solide suivdnt une direction perpendiculaire au plan d'inertie qui renferme tous 
ces points. 

Il est eVident que pour retrouver la propriete enoncee ci-dessus^ en fai- 
sant agir la force parall^ement ä Taxe Iy\ par exemple^ il ne faudra pas^ en fai- 
sant 17 a 9 A BS 0, recourir aux formules du (§.9) quinesauraient reproduire 
quune Solution dune esp^ce, mais qu'il faut emplojer celles qui sont etablias 
pour Fhypoth^se ß' szO, Toutefois on ne reproduirait ainsi que sous une forme 
analytique differente ce qui est suffisement connu par la propriete cfnoncee. La 
m^me remarque est applicable au cas de A aa , /i s 0, oü la force agirait paral* 
Icfment a Taxe Iz\ 

V. La force de percussion agit parallSlement ä tun des trois plans 
dinertiey ä {x\ z^ ou ä {x\y')par exemple. 

Soitdonc d abord 17 a 0, ce qui la suppose parallele k {x\ y% On deduit de 12 : 

a = ^,a's=s— X , D :=s a. 

La premi^re ^uation (A) deyient identique et Fautre donne D. La 

seconde fournit: 

5 = — D = — 0; 

les quantit^s Tf U restent indetermine'es ; 

S^ = -ati , T3 = Aa , J7, = j , Q^==a- 

5* 
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Ainsi le point Q se troure dans le ^ lan x'y^ oü il exprime la projection orthogo« 

naie de 17 qui s en trouve ii une hauteur 5 ; on obtient donc le point Q en 

abaissant de/une perpendicuIaire/Q sur la projection dejF dans leplanx^y^ ou 
en abaissant de II une perpendiculaire IlQ sur ce plan. Si Ton prend ensuite 

sur nQ prolong^e, une distance QO = j^ ^ ^» on oblient le point (O); et 

laxe OX, parallele en (0) a IQ et situe dafl» 'e plan P ou IlQI, sera Taxe de- 
niand^. On voit que dans le cas actuel le plan P' est le plan projetant F sur 
oi:'y\ et que la Hgne {PP') croise a la fois ^ angles droits les deux axes Ix\ ly^. 
Une Solution analogue subsiste quand la force de pereussion agit parallelement 
au plan a;V. Mais dans le cas de 17 » quon vient d'exarniner, les deux solu* 
tions qui repondent Tune ä ^ = 0, et lautre a /?' =r 0, sont identiques entr elles» 
et les deux points (O, O*) ainsi que les axes OX, 0'X\ coincident ensemble, tan- 
dis que la Solution fournie par ß" = donne: 

£7,=:^ ; a' = , a" = — 1 ^ a = 0. 

Le point Q" est donc place sur laxe Izf h la distance /Q" = ^1 

nQ'* =QIz=za. Sur IZQ'' = a il faudra porter une longueur Q''0''= C:3f 0. 
pour avoir le point (O^O- 1^" menant ensuite par {O") une drolte parallele a Taxe 
/ä', on obtient laxe 0*'X*^ relatif au point fixe (O") et a ce mode particulier 
de la pereussion. 

Si au lieu de supposer 17 = 0^ ou ^ s= O9 on admet que la force agisse 
parallelement au plan y'z'^ ce qui s^exprime par A = 0, on tonibe sur une diffi* 
culte de forme analytique qui n*a point lieu pour le cas 77 = quon vient d'exa- 
miner, ni pour son analogue ^ = 0; neanmoins la supposition nouvelle il == 
rentre absolument dans le cas cinq. £n effet, la droite F se projetant des lors 
sur les plans xV', x'z* parallelement au plan y'z'^ on obtient pour cesprojections: 

4S = — - = — 7, doü ari — h ajl ^=0 et A = a la fois. 

On conclut de lä Qu = §; et les quanlites Qu, QO paraissent par con- 
sequent indeterminees; ce qui serait en contradiction avec la Solution de Thypo- 
these 17 = 0; car, encore une fois: quand une prop^iete^ subsiste pour Tun des 
plans d'inertie, tel que a:y\ ou xfz', il faut qu eile ait lieu pour Tautre, puisqu'au 
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fond cbacun de ces trois plans peut servir de plan x^y\ Donc rindetermination 
sur laquelle on vient de tomber, ne saurait £tre qu^apparente , et tient ä la nature 
et it la forme seulement de nos notations ; c'est ce qui reste h verifier. 

LesequationsdejFdonnentpourla projeclion de celte droite sur leplanyV: 

Mais evidemment cette projection de dtrection coonue (ju,fj), doit se trouver 

en outre ä iine distance connue 2?' de lorigine /; donc (-^ — y — ^V qui ex- 
prime cette distance en general, doit Texprimer encore dans le cas actuel; la pre« 

tendue indeteiminee q a donc la valeur 2>^, et il vient: 

/UL.U—ri.T=D\ 

hes formules generales et Celles du (§. 9) donneront : 

Le plan P' exprime par 5+ /) = est normal a Taxe /x'; le plan P 
exprimc par fi. T+ /;.£/= passe suivant Taxe Ix\ de sorte que le point de 
reacontre de JP' avec cet axe est le point Q. On trouve en effet: 

et ensuite : ^^ = — -^ , jf a = x =ai = ü, c/2="^=="» 

etronenconclut:D= ^ = "• De plus, les deux droites F, (P, jP'), rftant rectan- 

gulaires et se trouvant dans un plan parallele ä celui yV, leurs projections sur 
ce dernier sont cgalement perpendiculaires entr'elles; et pour avoir les coordon* 
nees (7^29 ^%) du point de rencontre dejP avec le plan JP, il suflira par consequent 
de chercher celles du point de rencontre de la perpendiculaire tir^e de / dans le 
plan y'z' sur la projeclion exprimee par /ul.TJ — n.T^=: D'; ce qui donne: 

Äinsi la regle ordinaire que nous avons suivie plus baut pour la determi- 
nation des coordonnees T^, U^ et laquelle nous a donne Ta = , ZTi^ = 0, tombe 
en d^faut dans le cas actuel, puisque ces coordonnees ont les valeurs finies 
— 13. D' , /x.D': ces valeurs donnent directement cellc de Qxr=jD'qui re- 
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sulte aussi de la formule g^n^rale (fi§. 9) quandon v reippla^( - -^ - ^parla 

raleur O^j on a enfin QO = l^jj* I^^ construction de celte Solution est donc 

celle-ci. Du centre /on abaissera une perpendiculaire ItVh la projecUon de F. 
wx y'z'\ au pied JVon elevera une normale au plan y*z\ ou bien une parallele« 

& laxe Iod'\ ii partir de fVon portera sur celte parallele une longueur *"* j|j^ ^^ 

— — ; ce qui donne lepoint 27, pour/7^TT=: — - = — n» ^" point ZTon abais- 
sera une perpendiculaire IIQ sur Ix^\ eile a ^videmment une longueur D^; sur 
JlQ prolongtfe, on prendra la distance QO =? A : M.D*; et en (O) on menera 
une droite OX parallele ä IQ ou las*; on aura ainsi Taxe demande» repondant au 
mode special et actuel de la force F. 

Si Ton compare maintenant cette Solution de A = avec celle qu'on a 
obtenue plus haut pour tj =^0, et par rapport a Taze/z^y on yoit quelles ofTrent 
la mdme Solution au fond^ appliquee toar-4-tour ä Taxe Ii* et Iw*. 

Mais il reste ä voir si pour Z = les Solutions deduites Tune de ^ = 0* 
Tautre de ß** = 0» concordent encore d'une mani&re semblable. Soit donc dV 
bord^ = 0, tfoÄ: 

a=:0 , a':=s—fi , a'' = +^ , ^ = —1 , y?'' = , ^ = 0. 

Ainsi la ligne (Pj P*) devient au point 11 une droite parallele a Taxe Ixf et le 
plan P' oü: 

n'est par conse^quent antre que celui qui projette F sur yV; donc son equation 
actuelle exprime aussi Tequation de cette projection» et les quantit^s D, jy sont 
par consffquent dgales en Taleur absolue. Le plan P exprim^ par 

passe encore suivant lax^ Ix\ pour £tre normal ä F\ pour le point Q = (5,7)17,) 

on obtient: 

5, = , 7;=i,,D , ü, — — fjD. 

II se trouve donc au pied de la perpendiculaire abaissee dans y'z^ du centre / sur 
la projeotion de F. Quant au point 77, on obtient d*abord par les formules 
gene'rales: 

*Si = — — , Ta = ao— OD , T, = ao— OD, 
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€6 qui semble encore une fois aanoncer une ind^terminatioiij puisque la diffe* 
rence de deux iofinis est teile quaotit^ finie qu*on reut Mais il nVa est rien^ 
car les equadons de (^PyP*) donoent: 

et expriment qae les coordonn^es (Ty U) des divers points d^ cette droite ont des 
valeurs constantes; donc on doit avoir aussi: 

partant: T,~rx=0 , r7,~üi=:0 , C^ = (*^-50' = ^ - ^; 

Q^^J^n » Ö0 = — Mis ^- 

Enfin rhypothdse ß'* = 0^ prise comme point de depart» reprodnirait 
identiquement la memo Solution, de sorte que la concordance se y^rifie ici comme 
pour le cas de 17 := 0. II ^tait toutefois indispensable de soumettre lliypothdse 
de ;i SS ä un examen special ; car quoiqu'elle ne fasse conoaitre aucune nouvelle 
propri^te mecanique de la question« eile präsente neanmoins des difficult^s qn^il 
fallait lever directemedt, et des complications analyliques qui pourraient induire 
en erreur a un premier appergu. 

R^marque. Au seul point de vue physique et mecanique, la question est 
seuleraent possible quand le point {0^ 0% 0**) obteou par le calcql et la con* 
structioD g^om^trique, tombe ä TinteVieur du corps solide. £n efle^ quand il 
tombe ä rexten'eur, il ne soffira pas de le fixer, il fandra encore le rendre soll«» 
daire avec le solide m^me; ce qui ne se peut que par le moyen de pidces mate- 
rielles, alt^rantles valeurs primitives des moments d'inertie y1,B,C, la direction 
des ales d'inertie, et pouvant d^placer m£me le centre d'inertie du solide. Nean- 
moins dans ce cas m^me la question peut etre consideree comme resolue approxi- 
mativement par Tanalyse precedente, toutes les fois que les pi^es de liaison du 
point (ixe avec le solide ont une masse tr^s petite comparativement k celle da 
Corps, et que cette tres faible masse relative ne se trouve pas rejet^e k une distance 
considerable du centre dmertie pnmitif. 

Rdmarqxie IL Un cas particulier assez ^tendu et qui m^rite encore d^^re 
Signale, est celui ou le solide donnc^ est un solide homogene de seconde classe 
3 = 0, et yi >^ ou < B, et qui serait ^branle par une force de percussk>n dont 
la ligne d action coupe Taxe Isß* du moment io^al. Oo sait que dans un lel cas 
tout plan mene suivant Taxe Iw* A\x moment inegal oa suivaot Taxe de figure 
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poar le cas des solides de revolution, est un plan d'inertie central du solide; de 
Sorte qu en supposant que la ligne F coupe Taxe /x', on peut dire que ces deu^ 
droites forment Ic plan x'y\ et faire en coase'quence iy = 0, et Ä = 0. (voir, eq. 
F.§.4.) On dedult de la Qn = , QO = 00 ; Q'ZZ = . Q'O' = od. 
(voir. les formules a, ß, §.9. a', ß'... §. 11.) Mais la Solution fournie par ^'' = 
se maintient, car on trouve (a", ^"... §. 11): 

a = , a' = , a" = ^y{p-^fJ?) — ^l , D = 0, 

Q;'n = ±a , Q'O" = C:M.Q"n = C:Ma; 

5, = , T, = . C/, = 0; 

S, = — ö./i , T2 = +a.A , i7, = ; ß — +M f ß'^ — l- 

Le point Q^^ caincide par consequent avec le centre / du solide, et le point H, 
(e qui etait ffvident ä Tavance, se trouve place dans le plan x^y'« On aura le cen- 
tre (O'O ^^ prenant sur lU, prolonge en sens coniraire, une longueur Q'^O^^ oa 
/ö" ;= C:Ma; et Faxe 0*'X'\ en e'levant en (O") une perpendiculaire au 
plan 'xfy. 

Ainsi, quand un solide de seconde classe {jB^=^C,A>'Q\x<B) est ebranM 
par une force de percussion, agissant dans un plan quelconque, menq suivant 
1 axe du moment inegal » H n^existe plus qu^un seul centre spontane' (O'') situe 
dans ce meme plan, et qu un seul axe spontane et permanent de roiation> normal 
i ce plan. 11 est superflu d'examiner le cas oü le solide doit etre ebranle au con<» 
traire par une force agissant suivant une direction perpendiculaire ä un plan 
quelconque mene suivant laxe de figure ou du moment dmertie inegal; car on 
reconnait alors imm^'diatement par le ($. 12. 4^) quil y a une infinite' de points ((7) 
et d axes OX qui satisfont a la question, et qui tous sont situ6s dans le plan dont 
il sagit. 

Rimarqut III. Toutes les fois quune force de percussion ebranle 
un solide de premiire classe, A s=i B :=^ C, on peut trouQer dune inß- 
nitd de maniftres diffirentes, dans le plan central^ perpendiculaire ä s€^ 
ligne d'action, un point fixe (O) pour lequel taoce OX normal ä II O 9 et 
süu^ dans ce plan, est ä la fois un axe sponiani et permanent de rota^ 
tion. £n effet, pour un tel solide, toute droite centrale, partant la droite men^e 
par / parallelement ä la ligne d'action quelconque de la percussion , forme un 
axe d'inertie en /; donc le plan central, perpendiculaire a cette m^me ligne, forme 
aussi un plan d'inertie; donc^ quelle que solt la droite suivant laquelle agit la 
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percussion^ on peut toujours dire ici, qu*elle est normale ii an plan dlnertie du 
centre, et faire en consequence X =^1 j /jl^ssO , qssO; ce qui rentre im- 
mediatement au cas No. 12. 4^ et demontre la propric^te ^oonc^ Quant h la 
construction de cette suite lUimitM des points (O) et des axes OX, on na quJ^ 
relire ce qui est dit au r§.#I^ et prendre lä y^ = J3 = C 

£n outre, comroe les moments d'inertie du solide» relatifs aui divers axes 
du centre sont tous ^gaux entreux, et que dun autre cöt^ la ligne de /* est un 
des axes permanents du solide au point JI, il s'ensuit que les deux points {OH) 
sont ici dans une dependance parfaitement reciproque; cest-a-dire que si Ton per- 
cute le solide sulvant Taxe OX^ cesi le point 77 quil faudra fixer, pour que la 
secousse y soit nulle, et que cest la ligne FII en 21 qui devient a son tour Taxe 
spontane et permanent du solide ; de sorte que la droite FII est encore dans une 
dependance de parfaite reciprocite avec chaque axe OX determin^ par notre so* 
lution. II y a neanmoins cette difference entre les deux points (i7, 0); cest 
que la droite HO est un axe permanent du solide au point (0)^ et qu eile ne Test 
pas au point 11. De plus^ la propnete de r^ciprocit^ subsiste encore pour les so* 
lides en geneVal, quand la Force de percussion est normale h Fun des plans d*iner- 
tie, parceque dans ce cas sa ligne daction devient toujours au point J7 un axe 
permanent« 

Remarque IV. Laforce de percussion agU dans tun des trois plans 

dinertie; dans le plan ac^y' par exemple. On a d^)4 reconnu($. 7, exemple I) 

une Solution de la question actuelle par le moyen du facteur fia^H+aXE ^isQ^ 

generalement inadmissible. Mais il s'agit presentement de voir ce que deviennent 

les trois Solutions generales des (§.9, 10, 11.) Or d'apres la supposition faite» il 

faut avoir: 

j^sO , 4 = 0. 

La Solution /? = 0, donne par (o^ /?,...): Qu == 9 QO =3 od ; celle 
/?' Ä donne par (a^ ß",...) Q'n =« , Q'O^ = oe ; celle ß'' = produit 
«u contraire les resultats finis: 

a = , a' = , a'' = — 1 , ß — M > /'' = — i> 

5, = , ^1 = 0, L^i = , i$;=c-fl/i , T^^+aX , I7, = j=:a 

Ainsi les deux premieres Solutions deviennent impossiblesi en plannt les 
points (0, 670 d des distances infuiies; mais la troisieme Solution fournie par 

Crsilcs Jottm. f. d. IL Bd. XLVUI. Hefl I. 6 
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ß'^sssO se maintient: le point Q^^=^(S,T,U,) <e confond avec IWigine, ou le ccn- 
tre / da solide; pour avoir (Q^^), il faut preudre, a parlir de I, sur le prolonge- 
ment contraire de la normale 211:= a, abaissee sur F, une longueur C : Ma 
ou CiMIn* Or cette Solution est absolument identique ä celle de rexemple (I.) 

(§.7). 

Mais alors m^me que cette identite n'existerait pas, on serait encore force 

d'adniettre la Solution de Texemple cite% et de ne pas rejeter d'une maniere ab- 

solue r^galit^ ä zero du facteur fia'H+ aXE. Du reste, si cette cgalite annonce 

une impossibilit^ de la question pour le cas de Texemple (II §. 7), il n en faut pas 

iin surpris, puisque dans ce cas m^rne Tequation de condition (Y) devient ^gale« 

inent iropossible ; car par 17 =s 0» on a a ss 0^ et eile devient simplement : 

ou ^XI)C-^ji^^* = /iXl)C=0: 

^galit^ absurde, puisqu'aucune des quantite^s fiL, X, D nest geneValement nulle par 

la seule hypothise de 17 ss 0, qui donne D = -^ = j. Mais le (No. 5* 

§• 12) demontre n^anmoins que dans ce cas m^me la question comporte enoore 
une double Solution. Ainsi les resultats ni^mes de nos calculs tendent k nous 
raffermir dans la signification que nous avons attribu^e dabord au facteur 
/ia'f/+aX/£= 0. Toutes les fois que la ligne daction de la force satisfait 
par sa posItion d la condition (V. §. 7), il donne une Solution propre de la 
question , laquelle peut dans de certains cas particuliers devenir identique h lune 
des trois Solutions g^n^rales: des que la condition (Y) cesse d avoir lieu, la Solu- 
tion propre n'existe plus, et annonce simplement une impossibilite relative de la 
question, puisqu'il est reconnu maintenant que l'une au moins des trois solutioos 
g^nc^rales se maintient dans tous les cas. Du reste, la Solution propre qui subsiste 
dans le cas de la condition (V), donne, comme toute Solution generale, une droite 
(JPf PO situ^e en II dans le plan P, ou rectangulaire avec la droite Fi car en 
multipliant leb valeurs de ß, ß^, ß^^ (§. 7) par 7^, ^ tj respectivement, et ajoutant 
les trois reraltats, on retrouve 

et cette rectangularit^ seule suffit pour nous porter h admettre la Solution propre 
dont il s^agit. En effet, soit IIS^ la position de(P,PO ^^^n^^^f '® point spon- 




1. Sieich$Hf iur la qwst. rectpr» da eenire de pereuaitm. 43 

\dXki et l'aie permanent correspondant qu*elle fournit: comme les circonferences 
de cercles d^crites des points (0, 0\ 0'\ O,) comme centres avec des rayons 
On^O^n^O^'n^O^IIy et dans des plans normaux h P, ont toutes une tangente 
commune en i7, normale au m^me plan, ou dingte suivant la ligne de la percus^ 
sion Ff il s^ensuit que s\ le point 17 est le centre de la rdsultante effective des re- 
actions dmertie tangenticlles , ou le centre de reaction d*inertie tangenlielle pour 
le centre fixe (O) du solide et pour laxe dVbranlement OX, il peut fort bien 
r^tre encore pour les trois autres points {C^ 0'\ O) rendus fixes tour-ä-tour, et 
pour les axes correspondants ; car ä chaque fois, Febranlement se faisant autour 
de Tun quelconque de ces quatre axes» la reaction d'inertie tangentielle totale se 
fera en sens contraire de la ligne d*action de F; ce qui est une coodition. essen- 
tielle et indispensable h remplir pour que la percussion soufferte par le point fixe, 
soit nulle. Gelte explication mecanique suffit pour faire comprendre qu^*l peut 
y avoir au moins cette multiplicite de Solutions que l'examen analytique de la 
question nous a fournies d une maniere peremptoire. 

RSmarque V. Mais cette diversit^ de soIutions nous conduit ä pnfsen- 
ter le rapprochement suivant Etant donn^ un point fixe (co) dans un corps so- 
lide, il y existe toujours trois axes permanents au moins qui sont rectangulaires 
entr eux. Si Ton veut ebranler le solide autour du premier oo^ de ces axes, pour 
qu^il n*en resulte ni percussion sur faxe ni sur le point fixe, il faut faire agir la 
force dans le plan permanent des deux autres eo4^ ^^\ normalement au plan 
mene suivant eo^ et le centre 1\ et ä une distance convenable IP de ce centre/; 
ce qui donne un premier centre de percussion P (Voir. §• 3 fin)» situc dans le 
plan (oü4'9 (ßi^^y? Mais eVidemment^ on peut demander d'ebranler le solide sous 
les memes conditions autour de chacun des deux axes CA)4^Clü4'^ ce qui donne 
deux autres centres de percussion ou de reaction tangentielle JP^^ P'\ Tun P^ si« 
tue dans le plan (0)4% 0ü4) et Fautre P" dans le plan (oü4 > oo^O* Ainsi donc 
pour un m^me point fixe (ju!) d un solide, il y a trois centres de r6action tangen- 
tielle {P^ P*^ P'^) situes dans les trois plans permanents du point, et trois modes 
de percussion connus correspondants. De m^me, pour un mode de percussion 
donnd, on peut trouver en general dans le plan central P, perpendiculairc ä sa 
direction en 17, trois points (0, O'^ O") et trois axes spontanes et permanents 
OX 9 O'X', 0*'X'* autour de chacun desquels le solide sera mis cnmouvement, 
Sans quil y ait percussion sur le point rendu fixe, ni sur Taxe correspondant. 
Tel eft le theoreme reciproque geneVal, demontr^ par fanalyse precedente. 

La quatrieme Solution (77<f, , O^X^ exprimee au ($. 7) est en effet im- 

6* 
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possible dans le cat g^neral ; puisqu'elle n'a lieu qae pour le inode de percassion 
special qui satisrait i la condition (V). Faisons remarquer aussi que dans la 
question direcle» le point (co) peut £tre choisi de inaniire ä y donner pour le so- 
lide ane pluralit^, et m^me une infinite d axes permanents, ce qui produit une 
^gale roultitude de centres de r^acfion tangentielle. De m^me» dan« la question 
reciproque il se peut que le mode special de percussion soit tel que Ton puisse 
trouver d'une infinit^ de mani^res diffeVentes un point fixe(P) au solide» et un axe 
OXence point qui soit ä lafois Faxe d^ebranlement et Taxe permanent de rötation« 
(fhirpärea:empleieIVo.4§.12.) L'analogie n est pas toutefois complcte a cetegard 
entre les deux tk^ories. En effeti quel que soit le point fixe donne (co), pourvu 
qu'il difföre du centre d'inertie, il aura au moins trois centres de r^action taugen* 
tielle» sitQ^s dans ses trois plans (0)4^ Ot)i'^).(fjt)i'\ U)^)...; au contraire dans 1« 
question reciproque le mode de percussion peut ^tre specific de fa^on qu^'l n y 
ait plus qu'une mani^re unique de trouver dans le solide le point (0) corres* 
pondant. {F^oir par exemple le No. 6, remarq. IV^ 



13. 

Pour mieux eVlairir la signification de Tegalite ä zero du facteur fw!H+aKE^ 
il nous reste une question accessoire ^traiter: question qui se trouve implicitement 
rcsolüe par lanalyse des numeros preccfdents. 

Par le cenlre dinertie I ttun solide an mSne un plan P normal ä la 
ligne dactiqn F de la force de percussion^ et suit^ant F, comme charnüre fixe^ 
an confoit un plan P^, dabord arbiiraire pour le reste. On demande dans 
quelle Position ilfaut arriter P', pour que sur sa droüe ttintersection (P, JPO 
opec P on puisse assigner un point (O) tel que faxe OX ru)rmal en (O) ä P*, 
soit un axe perrrument du solide en ce point, et devienne parsuite taxe 
äihranlement par rapport ä la force F; le poirU (0) Stant rendußxe, et soli- 
daire acec le solide proposi. 

Si Ion conserve les notations admises plus baut pour caracteriser les divers 
iflements de la question, on conclut immediatement que les e^quations (5) doivent 
sobsister, puisque la condition qui exige que OJTsoit permanent« est maintenue; 
et comme elles doivent foumir pour S une m^me valeur commune 




1. Siekhenj iur la jueH. reeipr. du eenire de pereuithn. 45 

il faut encore que r^quation (B. §. 6) subsiste ; et coinrae en yertu de la signifi- 
cation reconnue pour le facteur ß, on peut actuelleinent supprimer celui-d, 00 
obtient au lieu de (B) IVquatioo 

laquelle, pour subsister geoeralement^ pennet encore la suppression du facteur 
conomuD a^'; puisque faire a'' = 0, ce serait ramener la question a un cas tout 
particulier que nous laisserons ici de cöt^. £n joignant donc a IVquation (B^ 
ainsi entendue, les deux equations (A) et la relation perpetuelle a^+a^+a'^ssl^ 
on obtient les Equations n^cessaires pour de'terniiner toutes les inconnues a, a% 
a'\ D, et les au^iliaires /?, ^, ß'*. 
En posant pour abr^ger: 

on trouve les valeurs suivanfes: 

et dans Pbypotb^se que Xi ne soit pas nul^ on a Z> par: 



D\ 






ce qui d^termine completement le plan JP^ ; de sorte que la question est bien d^ 
temiin^e en gcneral. Pour obtenir ensuite le point (0) par ses coordonn<$et 
S, Tj U, on calculera les quantites subsidiaires ß^ß'^ß*^ par les formules 

/?*= = |^[(Ä-^.V + (Ä-C),„«], 

ß"^ = ^[(C-i?)./x'+(C-^.X«]. 

Il est aise de veVifier Tidentite de ces valeurs de a, a\ o}\ D, etc a?ec Celles qui 
ont ete trouv^es au (§. 7) sous une forme diff^rente et moins sym^trique i cause 
des abre viations qu on y a adopt^es, et qu*il faut remplacer par leurs valeurs pour 
faire cette verification. Du reste cette identite de r^sultats est ncfcessaire, parce- 
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que les equations qui ont servi de point de d^part^ sont les meines dans Tun et 
Tautre cas. 

Ainsi donc la signification du facteur fiaJH-^ai^.li = est maintenant 
manifeste 9 puisqu'il forme la base fondamentale de la Solution de la question 
qu'on vient de traiter, tandis que le facteur /3 = resout la question g6n^rale 
reciproque de la th^orie ordinaire du centre de percussion. Or il se peut que la 
premicre Solution satisfasse dans de certains cas particuliers ä toutes les conditions 
de la seconde question, et qu'elle fournisse ainsi accidentellement des Solutions 
toutes spe'ciales de celle-ci. 

Mais iiotre analyse foumit en m^me temps la Solution de la question reci- 
proque de la prec^dente qu'on vient de traiter» et donne Heu ä quelques cons^~ 
quences interessantes quil convient de signaler. 

Etant donnde une droüe (P, P^ de position et de dlrection {pfQtßtß'fß'^* 
irouper sur cette droüe un poirU (O) pour kquel tun des axes permanerUs 
du solide soit pcrpendiculture en{0) ä cette droit e, et forme a^ec ceüe-^ci un 
plan central du solide 

Nommons P le plan determine par la droite (J)^ q^ ß, ß*, ß^') et par le 
centre I, et soient X/, /i, ti la direction de la normale au plan P, et P* le plan 
passant suivant la droite donn^e^ et rectangulaire avec P. Si Ton denote encore 
par — D la perpendiculaire menee de / sur P*^ bien connu de position et de 
direction, on obtient d*abord pour la direction (a^ a\ a'^ de Taxe demand^: 

et pour le calcul des coordonnees S, Ty ü du point (O)) la formule 



iS=~a.I> — 



fiD 



dans laquelle a, a*y oi' ont les valeurs precedentes en fonction des donnees ß^ ßf^ 
ß'^y Xr, fi^ fj^ et ou D peut aussi ^tre pris comme unc donn^e imm^diate; ensuite 
les equations de la droite donnee (P, P^ $ savoir 

U.ß' - T.ß" = q, 
S.ß"'-Ü.ß =r, 

donneront T^ U^ quand labscisse S est calculee. 
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Du reste, les quantite'esD» \ fi^ri pourraient ^tre exprimees au prealable 
en foDction des donnc^es directes /?, ß\ ß^\p et y ou r; ce qui exprimerait les 
iDConnues (a, a^ a!\ S, T, ü) par celles-ci seulement Mais la question pr^- 
cedente etaot une fois resolue, on est naturellement amenee i generaliser par 
analogie, et h demander par exemple^ tensemble des points (O) (tun solide 
pour chacun desquels tun des axes naturels de rotation ait une direction 
donnie. 

Solution. GoD^evons que dans les equations (I, II , §,2) on reroette 
poury^ ^, Ay A\ V leurs yaleurs en S^ T. 27, A^ B, C* Elles expriment dös lors 
chacune une surface du second ordre qui par leurs intersection courbe donnent 
le lieu des points (O) demandes; les quantit^s a, a\ o!* designant dans ce cas^ 
comme i rordinaire» des cosinus d*angles donnes, soumis ä la relation perp^tuelle 

Mais au lieu de developper cette question, il sera preferable de s'attacher 
plut6t \ cette autre dune tournure un peu differeute, et qui nous parait plus 
fecoude en consequences; Trouf^er sur une droite donnie (J9) de posüion et 
de direction dans un solide^ si toutefois c^est possible, unpoint {O) pour leguel 
cette droite soit eile - mime un axe permanent ou naturel de rotation de ce 
solide. 

Solution. Representons les equations de (D) par: 

En subsfituant dans les Equations (I, 11^ §. 2) les yaleurs Ae/y g^h^ A\ B', en 
S^ T, U, A, B, C, on obtient ä leur place : 

a.a'\E'haa''(S''-U^) + aW\S.T+{a'''-a?).S.Ü-a.a'.T.Ü = 0. 

Portant ensuite dans celles-d les yaleurs deTet U en Sy deduites de (D), et fai- 
sant la reduction des termes, on reconnait aisement que le terme en S^ dans cha- 
que equation deyient identiquement nul» et Ton obtient les deux equations suiyau- 
tes, comme resultats de cette Substitution : 

(I) a\aW\H'h(pa''—q.a').S'ha*a'*(p^'-g') + (a''^'^a^pq =0, 
IL a*.a''.jB— y.Ä— a^9* — a>,y = 0. 



48 L Siekhem^ sur la que$i. recipr. du cmin «b pemutimu 

On Toit qu'elles $e r^duisent encore a la forme lin^aire par rapport \ aSL 
et quelles assigueront d ceüe abscisse une yalear commune: 

(IIL) S = a» a'' . |_ a^'y _ a>. 

pourvu que requation de coodition soivante: 

(a> - a'q){a?a'' j — a"q - a>) + aVa^'ff + a V V" ?') + (<*"*- a'»)/?^ =0 

subsiste entre les coefGcients de direction donoes (a,a',a'') et les deux quantitcfs 
lioeaires p^ q. En la r^duisant ä la forme la plus simple^ on oblient ä sa place; 

ou en remettant pour E, H, leurs valeurs, et simplifiant : 

(IV.) a^a''•[«'(^-B)+a'^(C-^)|] = 0. 

Ainsi I on yoit par \h que toute droite » satisfaisant k la coudition (IV) par 
les donn^es (€4 q), est susceptible de fourair une Solution de la question » et que 
pour toute droite diß(^rente au contraire, il est impossible d y trouver un point 
pour lequel eile soit un axe naturel de rotation. Cela e'tant recoonu, examinons 
quelques cas particuliers remarquables« 

D abord« pour les solides de preml^re classe^ on peui toujours trouper sur 
une droite quelconque prise au hasardy un point (O) pour lequel eile soit un 
axe permanent f puisqu alors la coodition (IV) est satisfaite identiqoement. Il suf- 
fira d^abaisser du centre/ un plan perpendiculaire sur la droite donnee^ et leur 
point de rencontre sera le point (O). De m^me, pour les solides de seconde 
classe on peut toujours trouper sur une droite prise au hasard un point (0) 
pour lequel la condition prescrite est remplie. 

En effet) soit C ^=^ A: la condition (IV) devient aKc^.a' am 0; et 
Celle - ci est d'abord satisfaite identiquement pour toute droite parallele au plao 
d^inertie (.t^ zf) qui donne C ^ss A, puisqu alors o^ « 0. Ensuite quelle que soit 
la direction diffeVente de la droite» on peut toujours faire toumer un certain plan 
autour de lyU jusqu ii ce qu il devienne parallele ii la droite. En arr^tant le plan 
dans cette position, et prenant Taxe It^ suivant la ligne d^int^ersection avec le plan 
normal en / 2i Iy% on aura a «■ , et la condition a^t/a' «■ est par coosequent 
toujours remplie ainli; d'ailleurs 1 axe/2^ peut toujours £tre choisi d'apr^s la con- 
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dition a = Oy ou de a'' = 0, puisque Thypothese C = A fait que tout les axes 
en If perpendiculaires ä ly^, sont des axes d'inertie. 

Quant au cas general des solides de troisiVme classe, il nous fait tomber 
immediatement sur une difiiculte asscz serieuse, qui consiste a reconnaitre Fusage 
de chaque facteur a^.t/'^ et (/ (,A — Ii)(f'ha'{C — A)p de requation (IV). Or 
je dis que le premier qui se rapporte uniquement a la direction de la droite^ doit 
&iTe rejete, et supprime dans cette cquation, comme ne pouvant conduire qu'a 
des consequences contradictoires et inadmissibics. En cffet, si Ton etait en droit 
de prendre a}.af' a 0, partant a'" ca par exemple» toute droite parallele au 
plan d'lnerlie a7'y'serait, pour son point(O), determine par«S=-^a'/;, T=+ap, 

{7=z -, un axe permanent du solide: donc reciproquement, en un point quel- 

conque donne (0) ^=^ S^T^U d'un corps, on devrait toujours pouvoir determiner 
une direction (aa^) parallele au plan d'inertie x'y\ et qui serait en ce point un 
axe permanent; les quantit^s er, a' auraient les valeurs a = T: }/(Ä^+ T"), 
a = — *S : }/(iS* + T*), Or si une teile Solution etait admissible pour le plan 
xW\ eile devrait letre pour chacun des deux autres plans d'inertie, puisque x*y^ 
pourrait dcsigner tour-a-tour chacun de ces plan; et Ton devrait conclure de lä 
qu^en un point quelconque (6?) d*un solide, on puisse toujours trouver trois direc- 
tions naturelles de rotation, respectivemcnt paralleles aux trois plans d'inertie; ce 
qui, quoique possible dans quelques cas particuliers du point (0), est neanmoins 
impossible en general, et en contradiction avec la theorie connue qui demontre 
la rectangularite de ces axes deux^a-deux au point donnie. Ainsi Thypothese 
a" es 0, faite separcment, doit etre rejetee, et il en est par consequent de m^me 
de Celle « =s 0: donc le facteur a^.a" de (IV) doit ^tre supprime, et cette con- 
dition devient par consequent simplement: 

a'{A — B).q + a''{C-A).p=iü.. (m), 

On Toit d^abord que celle-ci est safisfaite identiquement par les egalites 
simultanees a' s» , d' ^ 0, qui donnent en meme temps par (III) et (D): 
iS=:0, T^=^p t U ^= q. Ces resultats de'montrent immediatement que /oi//^ 
droite perpendiculaire ä Tun quelconque des trois plans d'inertie dun solide^ 
est un axe permanent ou naiurel de roiation pour son point de renconire 
opec ce plan (j^oir. §. 1. Snonce /.). Mais par lä meme il est evident ä Tavance 
que toute droite situee dans Tun des trois plans d mertie, est toujours necessaire- 
ment un axe permanent pour un cerlain de se$ points (67). L'analyse precedente 

Crelle's Joumtl f. d. H. Bd. XLYIII. Heft 1. 7 
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confinne cela^ en mifiine temps quMle nous fournit une nouvelle preuve de la 
necessile de supprimer aW dans (IV). En effel, supposoas d^abord dans (m), 
a'^= Of ä Texclusion de a^ =? 0; des lors il faul que Ton ait ^r ss 0; ce qui place 
la droit e doonee dans le plan x^ m^me^ et fournit par l'equation (III)* en vertu 
de a^^szO , (f=zO: 

Ä = |, partant r=^ , 17=0. 

Cela prouye donc bien que toute droite situee dans Tun quelconque a:^y^ 
des plans d'inertie est un axe permanent pour un certain de $es points. Mais 
cette analyse semble ^tre en deTaut pour la determiuation de ce point Or avant 
de rien conclure d ce sujet» il faut voir aussi ce que donne IVgalite a^ = 0, celle 
a'' = e'tant exdue. D^s lors (m) devient a'^piC — jf\ = 0^ ou /i = 0; d oü 
resulle T=: 0, ce qui place la droite dans le plan z\ x^i et il vient: 

ü^ag + aa""^ J. S ^ - a''q + a*U"~f 

Ainsi Tequation de la droite (</, a"^ q) placee sur le plan z^ x\ etant^ 
Ua — Satf^ = 9, les coordonnees (C7, S) du point (O), pour lequel eile est un 
axe permanent du solide , sont donnees par les formules precedentes, et la pre* 
tendue indetermination na pas Heu reellement. Si Ton voulait avoir le point (O) 
sur la droite placee dans le plan x^y' m^me, pour lequel l'indetermination appa* 
rente sVst d*abord produite» on appliquerait aux trois formules precedentes la 
methode de Techange progressif des leitres, en remarquant d abord que Tequation 
Va — »Sa" = q donne par \k »S« — Ta = r, r e'tant une constante nouvelle^ egale 
ä — /i en vertu de la premiere equation (D): par \h la valeur de {/obtenue ci- 
dessus dans le plan (z^a?0> donnerait pour le plan ix'y*): 

et de meme: Tss — «r+ct^«*-^-^ == + «/?—«'*«• j| . 

La ni^me methode» appliquee h ces deux dernieres (r etant conserve), ou 
celle de T^change regressif appliquee aux formules primitives, ferait connaitre de 
m^me le point (O) pour le cas oü la droite (Z)) serait placee dans le plan (y'zf)^ 
Mais un seul Systeme de formules etant süffisant ainsi, on voit dairement que 
Tindetermination effective n^aurait Heu que dans le cas oü le calcul applique suo» 
cessivement ä chacun des trois pians, donnerait i chaque fois des valeurs de coor» 
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donnees ayant la forme f Nous ferons remarquer aussi en passant , que si Ton 
prenait ies equations de la droite (D) sous une forme symetrique, savoir: 

f d'oü p z= P, 

Sa"-Ua = R) 
conforme'ment a I'esprit de i'echange progressif, ce qui donnerah en roeme temps: 

Pa"+Qa + Rtt' — 0, 

la condition (m) serait remplacee par la formule 

P.a''(C-A) ^Ra'{A--B) = . , . (M), 

d oü il resulterait immediatemenl par I'echange des lettres: 

ea(^-JB)~Pa^(5-C) = ... (MO, 
Äa(iB-C)-Ö.a(C-y4) = ... (M'O- 

Mais ces equations de condition ne doivent pas subsister simultanement; 
elles expriment toutes trois la meme chose avec des lettres differentes; cest pour» 
quo! ayant par esemple examine plus haut Ies cas de a' «s , a'^ » ä la fois» 
ce qui rend (m), partant (M)> identique, il est superflu de voir ensuite ce que 
donnerait la combinaison a" es ^ a » 0, et ensuite celle a «a , a^ saa 0. 
Mais si oa voulait le faire » on devrait recourir une fois a la formule (A/0 ^^ ^ ^® 
qui sy rattache, et l'autre fois il faudrait employer {M^')^ et ce qui en depend; 
car Selon qu'on voudra employer ou {M\ ou (M% ou (JM^'). il faudra modifier 
IVquation (III) en consequence. Une circonstance bien simple confirme notre 
maniere de voir a ce suj^l; cest que la proprietc dcduitc:, par exemple de a'sa 0, 
o^^sB 0| etant une fois enoncee en langage ordinaire, est absolument identique 
ä ce qui resulterait de a m , a'' a qui repondent a la formule {M') , ou de 
cr^ «B , a^ Ol qui repondent ä {M'^)\ cest ä quoi on parvient imm^diateroent 
par l'emploi unique et cxciusif de {M) ou (jni) et (III), en faisant remarquer 
que le plan (yV) par exemple peut tour-a-tour etre Fun quelconque de trois 
plans d'inertie du solide. Ces considcfrations sont analogues a celles qui sont ex* 
posee aux (§. 10 et 11) sur Ies diverses Solutions fournies par /3 = 0, par 
ß' — O. et par ^' = 0. 

7* 



52 1* Steicheriy sur la quest. recipr. da cenire de percusstan* 

Apres cela on peut faire remarquer que pour toute droite situee dans Fun 
des trois plans d^inertie, et passant en outrc par le centre du solide, le point (0) 
passe 5 rindni; car a la verite (m) devient identique par ^ = 9 ^ = 0; niais 
les coordonnces U, S pour la droite Ua — Su' = deviennent toutes deux in- 
finies; a moins que d*avoiren m^metemps ^ = , a^^ = 1 9 ou a = 1 ^ a''= 0; 
ce qui rendrait encore S, Z7 indetermine'es, mais on sait qu*aIors on pent avoir 
S=0 , ü = 0. 

De plus, comme il y a alors indetermination ; on en conclut que iout axe 
iTinertie dun solide est un axe permanent pour tun quelconque de ses points. 
(Yoir. §• 1 fin. enonce II); ce qui a et^ demontre d*une fa^on diTferente dans le 
memoire eile au (§. 1). Enfin, pour avoir le Heu geom^trique des points (0) dans 

le plan d*inertie {z'x^^ en chacun desquels une m^me direction constante (a^a^) 

E 
est un axe permanent, il faudra substituer dans la valeur U= aq + aa^ ~ 

la valeur de q consideVe comme variable dans IVquafion q = a.U^^ a\S, ce 
qui donne requation: 

-aa".F»+(a''^-a').i7.5+aa".ü:=0, 

laquelle caracleVise une hyperbole. Ainsi ie Heu gdomStrique des points situ^s 
dans un m^rne plan dinertie^ en chacun desquels [un des axes permanents 
dans ce plan, conserve une direction invariable^ est une hyperbole concentrique 

au centre du solide. Pour le cas de «" = « = 2 V(2) , la courbe devient 

D ailleurs, comme la droite centrale de direction (a^ a'^ coupe et touche 
la courbe a Imfini, ainsi quon pourrait le verifier dircctement, il sensuit quelle 
forme une asymptote; et comme la direction rectangle a celle-lä produirait evi- 
demment le m^me lieu g6ometrique des points (O), eile doit etre lautre asymp- 
tote. C'est ce que verifie encore la courbe obtenue, puisque son equation ne 
change pas en y remplagant (a, a') par ( — a*'^ + a)\ eile est par consequentequi- 
latere dans tous les cas. Reciproquement, ^tant donnee et tracee dans un des 
trois plans d'inertie du solide une hyperbole equilatere quelconque, representee 
par l'equation 

on en pourra toujours fixer les dimensions d*apr^s la condition que ses asymp- 
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lötes rectangles representent pour chaque point de la courbe les deux directions 
conjuguees permanentes du solide. A cet effct on fera: 

jj - ) ; mais 

on peut se donner m a volontCi et determiner les deux dircctions conjuguees per* 
manentes ou les asymptötes^ en fonction de la donnee m. 

Dans le cas particulier des solides de deuxieroe espece, la courbe tracee 
dans le plan central ä nioments egaux , degenere en deux droites centrales rect« 
angulaires 

ce qui signide quen un point quelconque'(O) d^un tel plan. Tun des axes natu- 
rels est la droite tiree de la au centre« le second une perpendiculalre ä la droite 
O/, et le troisieme la normale au plan des deux premlers axes, ou une parallele 
a Taxe du moment inegal; c'est-ä-dlre a laxe de figure dans les solides de revo- 
lution» 

Saite da (• IS. 

Examinons pr^sentenient le cas plus general de la question: celui oü la 
droite (D), sans cesser de satisfalre a la question, ne se trouvedans aucuo destrois 
plans d'incrtie, ni normale a leurs directions. £n tirant de Tequation (m) la va- 
leur de (f en p et la portant dans (/)), on obtient pour les equations generales de 
la droite (DO* propre a satisfaire ä Ja question : 



cf.t/ — a .*S = JP 



TT UO_A^P_ <L p >--(^0. 

OL • %J — • U • O — J ^^ ff gy * •* ♦ • • • 

En concevant p comme un parametre variable, et Teliminant d*entre ces 
equations, on obtient dabord le lieu gcometrique de toutes les droites h direction 
(cT) a% a), propres ä satisfaire a la question; ce quI donne le plan central suivant: 

aa\A'^B).V + aa''{C - A).T+ aV'{B ^ C).S :== . . . (P) . 

De plus, en portant la meme valeur de q dans lequation (III), on obtient 
pour Fabscisse S du point (O), pris sur chaque droite individuelle (I^O* 
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et Ion oblicnt ensuite ies coordonnees 7, I7parIe$equations(/)^; de sortequ une 
droite quelconque (Z)'), efant donn^e et trace dans le plan {P), on peut toujours 
caiculer la position de son point (O) pour lequel eile est un axe naturel de rota- 
tion du solide. On peut dire aussi» (JP^) etant considcre conune un plan normal 
ä Taxe d'inertie Ix\ que ce point {0) r^sulte de Tinterscction d'un plan special 
(JP*) avcc une droite speciale (/?0 coirespondante. 

£n construisant une infinite de droites (D^ paralleles, correspondantes 
aux valeurs consecutives de la ligne arbitraire p^ et Ies plans (P') correspondants 
a ces memes valeurs, on aura par Imtersection de cesdroites avecleurs plans cor» 
relatifs, le Jieu geometrique des points (O) tous situ^s dans le nieme plan (P). 
Donc, pour avoir de rn^me la projection orthogonale de la courbe plane des points 
(P) sur Ies plans d'inertie coordonncs^ il suffit dVliminer/7 entrechaqueequation 
(D') et Celle (P^- ^^^'^ ^^^ seule elimination suffit evidemment, puisqu^ayant 
par exemple IVquation de la projection sur le plan ^'*y% on concevra un cylindre 
droit, ayant cette projection pour base; et il coupera le plan (P)suivantla courbe 
menie des points {0) que Ton cherche. Cette projection et la surface cylindrique 
hi laquelle eile sert de base, auront pour equation commune: 

et Celle -ci exprime encore une byperbole; ce que Ion pourrait rerifier par sa 
forme m^me, en passant des axes a:% y' a deux autres axes rectangles (5^, 7') de 
mcme origine /, et dont le premier ISf comcide avec la projection d'une droite 
centrale (ai a^ d') sur le planx'y, tandis que Tautre/T' se trouve dans le meme 
plan suivant une perpendiculaire au premier. Du reste il est assez evident par 
Ies equations(D^, P^), et il suit de ce qui precede que la courbe mcme des points 
(O) dans le plan (P) est une bypcrbole, puisque d^une part on reconnait sans eli- 
mination qu eile est du second dcgre', et que d*autre part la droite centrale (DO ^ 
laquelle repond un parametre ^ = 0, a un point ä Tihfini positif et negatif, com- 
mun avec la courbe. De plus, comme on voit par ces memcs equations que pour 

TU ft (J^ 

^ssO^aSssQO^et que Ies limites des rapports ^* o deviennent - 9 — respec- 

livement, il sensuit que la droite centrale {a^ ay a^^) est encore une asymptöte a 
la courbe m&me des points (0) dans le plan (P). 
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Pour verißer ce resultat d'uae autre maniere, nommons IS* la projection 
sur xy* de la droite centrale (a, a\ a")^ et IT* une perpendiculaire a IS' dans 
le menie plan ; g^ h designant pour un instant les ahgles de IS* avec Ix\ Iy\ et 
'd' Imclinaison de la droite nieme sur le plan x*y* ^ on aura: a = cos^.cos^, 
q! SSL co%h*cos& , a" == sini^. 

£n passant des coordonnees (aS^ 7) d'un point quelconque rapporte aux 
axes Ix\Iy\ d celles {ß'^T*) du m6rae point rapporte' aux axes IS\ 12^^ a laide 
des quantiles cos^, cosh, cosi?*, on obtient pour Tequation de la courbe sur a^'y': 

aa\S*T+{ba^+ba''-c/^a'^.T''-^'f^E= 0; 

-^— C 
b desigoe pour abreger» la quantite ^^^ ,=: b. De cette equation entre 5' et !P 

on coQclut que l'une des asymptotes est la droite IS' m^me, tandis que Fautre fait 
avec IS* langte de cosinus m.a"^ : |/(a^a'' + m*«"*), pour m = bd^ + 6a'* — c/*. 
Or puisqu'il est generalement vrai que la projection de la tangeote a une courbe 
dans Tespace, coincide avecia tangente a la projection m^me de la courbe, lanieme 
proprietc doit subsister pour les asymptotcs; de sorte que dans le cas actuel, la droite 
S'y formant Tasymptöte de la courbe sur a:^J^ la droite centrale (a^ a\ ol') doit etre ä 
son tour celle de la courbe meme des points (0). Par la m^me raison la seconde 
asymptote a la courbe de projection suror^y'est la projection de la seconde asynnptöte 
(ß,ß\ß*') de la ligne des points (O); de sorte que la droite centrale {ßiß\ß*') 
est aussi connue» et que Ton pourrait mdme aisement calculer ses coefiicients de 
de direction ß. ß", ß''. 

Comme Thyperbole est absolument symetrique par rapport ä chaque 
asymptote 9 on est naturellement conduit ä se demander si dans la presente que« 
stion les deux directions (a, a\ a*')(ß, ß\ ß'*) ne doivent pas jouir toutes deux a 
la fois de la propriete de donner chacune dans le plan (P) un Systeme de droites 
paralleles, dont chacune soit un axe naturel pour un certain de ses points. Con- 
cerons donc la droite (a, a\ a'*) conxme donnee; eile donnera lieu a un Systeme 
de paralleles situees toutes dans le planP, et ä une hyperbole de points (O) pour 
chacun desquels eile forme un axe naturel de rotation du solide. Soient \ /u, ri 
les coeTficients de direction de la normale au plan(P)i on aura par son equation: 

X. = aV'(JB— C):^^ ; ^ = a"a(jC^ A): N , ti — aa/{A—B)xN, 
et en vertu de la relation perpetuelle 1^^ /ui}+if = 1, la quantite iVse troü/e 
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d^finie d'elle - m^me. Ces valeurs de X/, ß, 7/ peuvent pour le moment ^tre repre* 
sentees par les forines 

les abreviations P, Q, R satisfaisant par leur signification i la condirion 
P + Q + R =sO. Cela pose, concevons dans le plan (P) une direction centrale 
(/3./?',/3'0 dabord arbitraire; $es equalions seronl: ßT—ß\S=0, /3.Z7— «".5=0. 
et comme eOe est dans ce plan, mis sous la forme 

aW\P.S+ ara.Q.T+ aa'.R.U — 0, 
il faut quon ait: aV.P.ß + af'a.Qß' + ac^.R.ß"' = 0. 

De plus, pour que les deux directions (a, a\ c^)(ßf ß\ ß'O soient recipro- 
quesy c'est-a-dire pour que Ja seconde puisse a son tour donner un Systeme de 
droites naturelles de rotation, il faut que Tequation de conditiou precedente sub» 
siste encore, quand on y permute les a avec les ß, ce qui donne: 

ß'ß''.Pa + ß^'ß.Qa' + ßß'.Ru'' = 0. 

Or en tirant de \h les yaleurs de ß\ ß^\ en ß, JP, Q, R, a, on trouve: 

ß' = ß.a'ic^ , ß" — ßor:a , partant /S = ±a , /3' = ±a' , ß" '=^±a\ 
Ainsi donc il n'y a aucune droite differente de celle donnee d*abord qui dans le 
plan (P) puisse fournir une direction naturelle de rotation aux divers points (O) 
de la courbe hyperbolique; donc en chaque point de cette courbe une parallele 
a Tasymptote ctant un axe naturel du solide^ les dcux autres sont en ce meme 
point seulement dans un plan normal en (O) ä la m6me asymptote, et la seconde 
asymptote na aucune signidcation mecanique. 

Mais un plan central quelconque ctant donn6 au hasard: 

on y peut toujours determiner une direction unique, foumissant un systdme 
de paralleles qui soient cbacune pour un certain (O) de ses points un axe natu- 
rel de rotation. (a^ a\ oP) marquant cette direction, il faut que les equations prc% 
cedentes subsistent entre les «9 et \^ {jl^ r;, ce qui donne maintenant: 

et JV* aura la valeur deduite de IVquation 
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£n introduisant ces valeurs de a, a\ a*^ dansj'equation de la courbe sur x^y\ on 
obtient IVquation du cylindre droit qui par son intersection avec le plan donne 
produil la courbe des points (O). De plus» on voit de nouveau par la que dans 
le plan donne la direction cherehee est necessairement unique Ensuite, (<^9 <^^ <%^0 
£tant trouves» on peut toujours employer les equations (D^ P') pour calculer et 
construire les coordonnees (iS, 7» IT) du point (t?) sur chaque droite individuelle 
(a, (h\ a*\ p). A laide des formules precedentes on demontrerait aisement la pro* 
pricte qui sult: apres avoir determlne dans un plan central quelconque {P)y 
ayant une direction normale (il,^,j;^)/la direction naturelle de rotation correspon- 
dante (a, a\ a**)^ si Ton construit un nouveau plan central (Q), perpendiculaire 
ä la droite {a, a\ a'Q, la direction permanente de ce second plan coi'ncide avec 
la normale au premier plan. 

Jusqu' ici nous avons suppose, pour remplir la condition (m), que la di- 
rection (a, a\ a'9 ^^^ droites (DO ^oit invariable« Supposons au contraire que 
Ton rende une fois cette direction variable , et que Ion demande de determiner 
dans lespace tout un faisceau de droites» passant toutes par un m^me point fixe 
(/i, /r, /) de Tespace, et formant chacune pour un certain (O) de st% points un 
axe naturel de rotation du solide que Ton considere. 

D*apres Fenonc^ de ces conditions, les parametres lineaires^»^ prendront 
evidemnient les valeurs; 

En les substituant dans les cquatipns (m) et (III) ou (II), et eliminant ensuite 
de cbaque resultat les quantitcs er, </, o!* a laide des valeurs 

„»«z^ „. „ r-i ^ o- = -^ , ii» = (5-Ä)«+(r-*)»-^(.£7-/)S 

on obtiendra par (m) la surface hyperbolique: 

(^-J5)(/.5-Ä. t7)(3r-Ä) + (C-^)(Ä..S-Ä. T)(U-l) = . . . (or) , 
et par la condition (IJI) ou (II) on trouvera celle du troisieme degre : 
(;P+L^+S''^h.S^k.T-l.V){J.S-hM)-{S-h)il]'^t).E=0 (crO, 
de Sorte que le faisceau de droites est simplement Tensemble des generatrices 

Grelle*! Jooro. f. d. M. Bd. XLVin. Heft 1. 8 
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d*une surface conique de centre (h^k,l) et ayant pour base la courbe d'intersection 
des deux surfaces (er, cr^. 

Sans nous arr^ter pour le moment a examiner de plus pres la nature de 
cette courbe d'intersection et la loi de distribution geometrique de ces diverses 
directions permanentes sui" le c6ne correspondant, ce qui entrainerait peut-^tre 
dans des developpemenfs etendus» nous nous attacberons au cas partlcuiier 6ü le 
point fixe serait place sur Tun quelconque des trois plans d'inertie« et ou Ton met 
la condition que toutes les droites (JD^) susceptibles de fournir une Solution, soient 
situees dans ce m^me plan ; ce qui nous donnera de nouveau loccasion de faire 
ressortir le veVitabl^ espnt de la methode de Tecbange progressif qui, teile que 
nous la prenonSy est loin d^^tre une simple r^gle mnemonique , et de nous raffer- 
mir dans les consideVations que nous avons'fait valoir preccdemment , et surtout 
au: ($. 9^ 10, a) pour expliquer la diversite de soIutions dont il y ^s\ question. 
Or pour deduire la Solution particuliere de la question oii le point fixe (i^, A, /), 
ainsi que tout le faisceau, sont dans le plan w'y^, par exemple, il Taut faire dans 
les equations (o*, er*), / == , 27 = 0, ä la fois. Mais des lors ces equations de- 
viennent identiques; de sorte que la Solution generale semble se trouver en de- 
faut, en ne resolvant pas un cas tout particulier. On ne saurait expliquer cette 
singularite en voulant remonter aux equations de condition primitives qui pour 
/ = 9 {7 tr: 0, ne donnent absolument rien non plus. En operant sur le plan 
{y'z/)^ ce qui suppose A=:0 9«S=0, on trouve encore que les equations 
(cTyCr^) deviennent identiques, de sorte quon ne pourrait meme en conclure que 
la question soit possible ou impossible. ^ Mais en operani une fois sur le plan 
(z'a?9» ce qui suppose 

k — , ar = 0^ 

la surface {&) devient encore identique, et Tequation (cr^ donne de son c6te la 
courbe du troisieroe degre: 

(C.) (t7•~/.l7+5»-A.Ä)(A^7-/5)-(F~/)(Ä-Ä)(^^)=aO. 

£n s'attachant d abord purement ä la forme de tels r^sultats, on pourrait 
se trouver singulierement embarrass^. Car ne serait -on pas conduit \ conclure 
que sur deux des plans d'inertie il n y ait pas de Solution, ou que du moins eile 
ne soit pas contenue dans l'analyse meme, qui fournit ne'anmoins une Solution 
bien precise pour le troisi^me plan d'inerlie? Mais lexpiication de ces contra^ 
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dictions apparentes est bien simple au fond. D^abord, le fait ro^oie du calculi dod- 
nant une Solution sur le plan d*inertie z^a:\ et celul-ci etant d^ailleurs Tun quel-* 
conque des trois plans de ce genre, puisque nous n'avons pas eu besoin de dire 
par exennple que ]es aies Iz'^ Vx* sont ceux d,es moments d^'nertie mininiuni et 
maximum: il s^'ensuit que lanalyse ici resout d'une seule piece et par nne seule 
formule ce qu'ailleurs eile donne par trois resultats successifs« Ainsi, lein d'offrir 
une contradidion , eile nous presente sous une forme concise et unique (C), tout 
ce qu'elle doit donner. En appliquant en effet aux lettres 27, S^ ly hj C, A la 
methode mateVielle de Techange progresslf, on obtient la courbe (C^ sur le plaa 
a?V'; et celle-ci (C) donnerait a son tour la courbe (C") sur le plan yV. Or 
evidemment Tunique equation (Q suffit pour representer les trois courbes 
(C, CS CO ä la fois. 

Il faut considerer que la courbe d'intersection des surfaces (o^ &) est le 
lieu geometrique des points (O), pour chacun desquels la droite du faisceau qui 
y passe, est un axe naturel de To^ation du solide; que pour obtenir Tequation 
(Sf*)y on a supprime un facteur S — h commun a tous les termes du premier 
membre; ce qui est en effet permis dans le cas le plus general, puisque S — A=:0 
rendrait a =: 0, et ferait gratuitement toutes les droites du faisceau paralleles au 
plan d*inertie ^V. Mais dans quelques tas particuliers il se peut que S — /r=0 
donne une Solution speciale de la question; de sortc que si Ton veut discuter 
completement les divers cas, il faut au prealable retablir le facteur S — h dant 
Fequation (o^. Mais nousrenon^ons, du moins pour le moment, ä cette discussion, 
pareeque les cofisequences dont eile nous parait susceptible, sont dejä trouv^es 
pard'autres voies, (voirle memoire cite au §. 1), et nous preferons d'ajouter ^ tout 
ce qui precede quelques notes et cclaircissements qui nous paraissent indispen* 
sables. 

14. 

Notei et iclaircissementL 

Kote I. 

Sur le §. 1., iquation {V, IV y IIP) et Equation: 

Je crois devoir fournir >au lecteur le moyen de verifier fexactittide de mes 
calculs dans la recherche de valeurs de A,B,C,D, de Tequation A^^ + a =: 0» 

8* 
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et indiquer la marche suivie pour parrenir ä cette equatlon. Si Ton fait la 
tranaformation 

on obtient: 



/ ^ 2 ^ii 



ce qui donne aussi les valeurs de a/x/ , aW ^ a''a; et en les substituant dans 
lea ^quations(r, IF, III^, on transforme celles*ci tres aisement dans les trois sui- 
vantes: 

(j'+B'0'Z.V(l + Ö + h.zXl + f)-gC-'hi^ = ... (10, 

(^'+/Ö.«.V(i + s») + ^z«(i+s«)~Äi:-s' =0 ... (uo, 

(^ + J50.f +/{;«-/+(g:f-Ä).z.Kl +S') = . . . (III'). 

En prenaot z}/(l + 4*) = Uf comme une seule inconnue, on deduit de 
QlV)t qui est du premier degr6 par rapport ä> u: 

_ (A'-BK-t-fl*"/ 

"-- gC-h 

Eo substituant cette valeur de u dans V^quation (II') , on a : 
"iA+fc) ^g3j +g (^g _ A)» (^+Ä0 = 

ou bien : 

{^[(^'-B06+/£'-/l~(^'+/.Ö(?£--Ä)}.[(yr'~£')£+/^'-/] 

Mais en eiTectuant d abord les calcuis indiqutfs sur le premier facteur du 
premier terme, on reconnait aise'ment que ce facteur $e reduit ä: 

de Sorte que lequation m^me devient: 

(D.) [A'h -gf+(Jh -gBOm^'- ^C +/^ -f] 

-(g+hc)(gc-hy^o. 
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ou^ en effectuant les Operations: 

(/•Ä -/g B'-^h)^- A'fh + gr/« - gh^ 
(E-) {+[{A'-B').ifh-gB')-g'^gP + 2gh^ + A'fh],^):^Q 
^[iA'h-gn.iA'-B')'-/ifh-^gW)+2g'h--h^].i 

Pour obtenir ensuite les valeurs des coefficicnts de ^9 ^\ i>^y Aditie 
cette ^quation, en fonction des donnees immediates Aj By C^ Sj Ty JJy M^ il faut 
se rappeler que Ton a fait 

B' = MiT" - lP)+ß'^dni -^ß^dmy 
d'oüz ^'- 5' = 31.(5»- T^-^fx'^dm-P/^dm . 

Donc, puisquc fx'^dm — i(C— A + B) , fy'^dm = J(y<— Ä+ Q , 
Jz^dm = |(Ä— C+^), on obtient: 

A^C-A + M.{S^-IP) , J5'=C-J? + itf.(3P-ü«) 

et ^'-5' = 5-^+3f.(Ä»-2^), 
f=M.S.T , g:=M.S.U , h:=zM.T.U 

£n substituant ces valeurs de ^'9 B%f^ gy h dans les coefiicieots des di- 
vers termes de Tequation (E), on veVißera Texactitude des valeurs que j'ai donnees 
dans le texte pour les coefficients« On pourra commeucer par reconnaitre que 
tous les termes dans chaque coefficient, independants des momcnts d mertie A^ 
By C) se detruisent identiquement; ce qul abrege considerablement le travail des 
reductions ä effectuer pour cbaque coefficieut. 

Pour contröler. Texactitude de I'equation (£) m^me, nous avons procede 
de la mani^re suivante. Les equations (r, ir) donneot, eu egard d la significa- 
tion de u: 

g.u^ + {A'+fi)u-ig + hi)^Q. 

Eliminant seulement le terme en u^ entre celies-ci, on en tire une equation en 
II qui donne: 
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,. _ (g-*-Ag)-(A -gD 

Ell egalant cette valeur de i/ a celle qui a ete deduite plus baut de Tequa- 
tion (IIlO> <>" retrouve en effet requation (D), d'oü requation (E) est deduite. 
Du reste, cela doit arriver, parceque luiie quelconque des trois'equations (l\ IV, 
IIIO est une consequence des deux autres. Il est vrai que nous n^avons pour aitisi 
direfait aucun usage de la valeur m^me des quantiles j4,^ B,j C,^ D, pouretabllr 
nos conclusions relatives aux axes naturels, et que nous avons presque constatn- 
nient fait usage des cquatlons de conditions memes (F, IP, III'); neanmoins il 
etait utile de calculer A,^ JB,^ C,^ D, et de verifier Texactitude de leurs valeurs; 
car rien ne prouve que Ion ne puisse en faire un usage utile et imnacdiat. Ainsi 
par exemple on voit que ces quantites ^^, JB^...., ^tant toutes les quatre des 
quatrieme et deuxieme degres par rapport aux caordonnees (S, T, V), ne chan- 
gent pas de valeurs, quand on y change ä la fois les signes de (S, T, U): donc la 
quantite ^ reste la m^me pour les memes valeurs absolues des coordonnees, pri- 
ses ä la fois comme positives ou comme negatives. Mais a une nieme valeur de 
i repond le m^me z ou le m^me &; ainsi, en deux points (O^ O^) d^un solide^ 
pris h des distai^ces du centre egales et opposees, Us trois axes permanents sont 
deux-ä-deux paralleles entreux. 

JSote n, relative mm $• tt flu. 

Ayant une fois reconnu lexistence de la Solution qui repond ä^ = dans 
la question gffnerale, on en conclut, conformement au texte, qu'il doit y avoirune 
deuxieme Solution generale, correspondante ä ^ = 0, et une troisieme« four^* 
nie par ß. 

Mais pour s'assurer qu'il en est ainsi, il n'est point necessaire de recom- 
mencer par rapport a T tous les calculs effectues d*abord par rapport ä la lettre 
Sf pour parvenir aux equations (S). U suffira: 

F. de verifier que les equations (I,II,§. 4) sont satisfaitesidentiquement par 
^ = 0, apres qu'on y aura substitueles valeurs deS,U en fonction de T, savoir: 

S = {Tß + fjD) : ^ , 17= (/?''. T- 'KD):ß' 
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Or en effectuant ccs substitutions dans (I, II), reduisant ensuite tous Ics 
termes de chaque r^siilfat au dcnominateur commun /3^, et y faisant ensuite 
ß* = O9 apres l'cxpulsion du denominateur» on reconnait ais^ment que chaque 
(Tquation est satisfaite par y?' := 0, 

IL L'hypothise /Sf' = appliquee aux equations (JP, P^: 

T.ß'-S.ß'+fj.D^O 

U.ß'-S.ß''+X.D = ) . . . (P, PO^ 
S.ß''-^üß+^.D = 

laisse ^idemment S, ü indetennines, et donne pour iTla ^le^r r=: •^^rjDtß; 
ce qui prouve que le point (O) occupe dans un plan 7 es -^tjDiß, parallele k 
celui (x', jzO* ^^^ position indetermirtec sur une droite (P, P'); partant que ce 
point peut £tre calcule d'apr^s la «Kondition mecanique d'une peixussion nulle« 
On peut verifier en effet que cclte Talenr de 7= — fjDiß reproduit celle de 
2) = — a\ 2>, en mettant pour a\ 2> les valeurs qu ils prennent pour ß* = 0. 
On trouve par la : 

T^ = a%+ {ari — b/j)^ : X , 

et en retnplagant dans T= — riD'.ß, D, ß par leurs valöurs pour ß^ =zO, on 
trouve encore la m^me chose, ou T = T, ; comme cela doit ctre. On trouverait 
de m6me Ta = 7*| = T. On verifierait aussi ais^ment lexactitude de sa Solution 
qui repond ä ^' = 0. 

Moim lU. 

II convient de rappelet une propri^te essentielle que nous avons admise 
tacitement dans le courant du texte et que Ton a oublie'e de signaler avant que 
d*entrer en matiere; eile consiste en ce-ci« Pour percuter et ebranler un solide 
autour d'un axe permanent d*un point fixe, il est necessaire et suflisant que la 
force agisse suil^ant une droite situee dans le plan permanent des deux autres 
axes naturels de rotation. (Voir poqr la demonstration le tome 43^ cahier 2^ re« 
marques YII et IX.) 

arote IT» 

On peut faire remarquer en passant que dans les Equations d'une drohe 
a r— a'5 = P ■ , a'C/ — a"T = ß , a"5— a C/ = Ä, les trois constan- 
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tes P,Q,R nexpriment pas seulement des perpendiculaires reduites; qu'en outre 
la ligae P exprime le produit de la plus courte distanceZ)^ entre la droite et laxe 
Ozy pär le Sinus de Tangle compris entre leurs directions. En nommant Dg, Dy 
les plus courtes distances entre la droite et les axes Oxj Oy^ on trouve pour Qy 
et R une signification analogue. Puisque donc on a Tequation de condition 

on doit avoir aussi : 

D,.a''.]/(l-a"^)+J[>^.a,}/(l-a^)+2)^.a'.V(l-0 = 0: 

equation de condition qui doit subsister entre les plus courtes distances d'une 
droite a trois axes coordonnes rectangles. Ainsi, soit qu'on introduise les con- 
stantes P, Q« R dans les «^quations d une droite , soit qu'on y emploie les plus 
courtes distances Dg^Dg^D^y on n'a jaroais que deux constantes distinctes, doii 
r^sulte la troisi^me. 

Kote ir. 

Echange progressif des lettres: Apres avoir donne dans mos memoires 
divers exemples de cette methode » 11 convient de l'expliquer brievement d*une 
maniere generale. Supposons que Ton ait ä operer sur neufquantiles, trois coor- 
donnees rectangles (jx, j, z), trois composantes rectangles (X, Y^ Z) de forces, et 
trois moments d'inertie Ap B, C d*un solide relatifs anx trois axes coordonnes* 
Si Ion a trouve pour Fexpression d^une certaine quantite Q^«, relative au plan 
(ZfX) la valeur ou la loi de composition analytique: 

la methode de IVchange progressif consiste a trouver la quantite analogue Q«^ 
relative au plan acy, sans nouveaux calculs; et a dedulre de la la quantite analo* 
gue Qy^^ relative au troisieme plan (y, z), A cet effet on deduira Q,,^ de Q^^ en 
avangant dans la valeur de celle-ci toutes les lettres d'un rang, en allant de gau- 
cbeädroite, de z vers x^ de x vers y, et de / vers z. Ainsi, de la combinaison de 
\eXitt% z^y^ Z, X, C,A,B qui donne Qz^> on deduira la nouvelie corobinaison 
X, jz, X^ Y^ Ay By C, qui doit donner Qm,rf ^^ ^^ celle-ci cette troisieme ... j, Xy 
Y, Zy B, C, A qui donnera Qj^z- On obtient donc par \i : 

Q^ = 'f{xyZ,X,YM.C,B') , Q,^ = ^{y, x, T, Z, B, A, C) 
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On pourrait dcduire aussi Q^^^ de Q^^ par voie retrograde, en reculant toutes les 
leftres d'un rang dans celle-ci; ce qui est manifeste, puisque la derniere resulte 
eile -meine de Q^,, par la voie progressive. 

Dans les memoires prccedents nous avons donne divers exemples de cette 
roethode de Tecbange progressif et regressif. Mais quelques cas traites dans le 
travail actuel, nous paraisscnt jeter une nouveile lumiere sur ce sujet. Ainsi le 
cas, Iraite a la fin du ($. 13), est tel que les equations de condition relatives aux 
deui plans .tr'y' , y V deviennent identlques, ce qui pourrait conduire a des con- 
sequences erronnees, si, avant d'etablir aucune conclusion^ on n'examinait ce que 
la m^me analyse geneVale doit donner pour le troisicme plan coordonne z*a:\ 
Or il arrive qu'alors eile donne la courbe 

et de lä on conclut immedialemcnt que sur le plan a^y on doit obtenir la courbe 

(C.) iS'-h.S+T'-k.T){k.S-h/I^ + (S-hXT-k)^^^ = 0. 

Ainsi, d*une part Tanalyse ne fournit d^abord rien sur le plan a:'y'i tandis 
que par Texamen du resultat qu'eile produit pour le plan (z^x*)^ eile nous con* 
duit d autre part ä admettrc la courbe (CQ sur le plan a:^; et cest par la meme 
qu'eile se sauve de toute contradiction. 

On voit par la qu il pcut se faire que lanalyse ne donne d'une question 
quune Solution unique en apparence^ et quil en existe neanmoins une pluralite 
de Solutions differentes. Les discussions etablies aux ($• 9, 10, 11) de ce travail 
en fournissent une nouveile preuve et offrent un exemple remarquable dans ce 
genre. Ajoutons finalement que la methode de fechange progressif a laquelle 
se rattachent essentiellement ces dernieres considerations relatives ä une Solution 
multiple 9 quoiqu^ unique en apparence^ peut etre employee avec avantage dans 
la plupart des applications de lanalyse h la geometrle; neanmoins il nous parait 
diflicile d'indiquer d'une maniere a la fois generale et precise, les cas oii eile est 
susceptiCle d applicatlon , et ceux oü eile ne Test point; nous n*oseriont m^me 
affirmer que la question qui nait de la, soit en eile meme insignifiante^ ou qu'elle 
ait une importance propre. 

Brote VI« Termlnoloiple et noiatloiuk 

Comme la consideration de la direction d*une droite est tres iraportante, 
surtout en m^canique , on peut nommer pour abr^ger, coefficients de direction 

Cralle's Jowiial L d. M. Bd. XLVUl. Heft 1. g 
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les Cosinus des angles que forme cette droite, prise dans un sens convenuavecles 
trois axes coordonnes rectangles« o^ a', a^^ designant ces co'ifficients, onditquela 
drolte a la direction (o, a^^ a^^; et Sy 2\ U designant les coordonnees d^un qucl- 
conque de ses points, od represente ses equations par les formules symetriques 

dans lesquciles les quantites P^ Q^ R sont Tiees entrelles par une equation de 
condition connue Pa" + Qa + jßa' = qui exprime que Tune quelconque des 
trois formules qst une consequence identique des deux autres ; ce qui doit etre en 
effet. La position d*un plan etant d^terminee par la direction (K^ ^ rf) de sa 
normale et par la distance D de lorigine au plan» distance qui a aussi (X;, /u^ rj) 
pour direction, on peut toujours representer son equation entre les coordonnees 
courantes Sy Ty U de Tun quelconque de ses points par la formule 

Cette representation est beaucoup plus commode dans les theories meca* 
niqueSy surtout que celle de la geom^trie analjtique ordinaire; et la thdorie siim- 
portante des moments de rotation des forces y conduit delle-m^me, comme ä la 
metbode de Techange progressif et a des proprieies geometriques que les trans- 
fonnations purement analytiques laissent h Tetat de lettre morte. 

Souvent quand les notations relatives ä diverses directions se multiplient 
trop, au point de fatiguer la memoire, nous y substituons, du moins momentane- 
ment, des notations analogues k celles de la geomefrie de position de Carnot, qui 
soulagent la memoire et permettent ä Tesprit de se preoccuper exclusivement du 
fond m^me du sujet. De cette fagon on peut lire en quelque sorte la significafion 
geometrico-m^canique des formules et en deduire plus aisement les proprietc^s ge- 
nerales qu*elles representent. Or cette deduction et Tenonce en langage ordinaire, 
de ces proprietes doivent constituer le but final du geometre dans les recherches 
mecaniques; et sous ce rapport la science de requilibre des forces» et du mouve- 
ment des corps offre encore un vaste cbamp de recbercbes ä parcourir. 

Au centre d'inertie d un solide oa peut toujours determiner trois «xes rec- 
tangles au moins» dont cbacun forme un axe absolu dVquilibration des forces cen- 
trifuges. Si le solide est mis en mouvement de rotation autour d un tel axe, les 
forces centrifuges, ou reactions d'inertie normales qui natssent de la, et qui sub- 
sistent si chaque instant ulttfrienr» par leffet de rinflexion angulaire momentanee 
de cbaque raol^ule, se fönt fequilibre sur faxe» cense parfaitement libre apres 
que rimpulsion sera une fois imprim^e au corps. £n effet, cet axe est par d^fi* 
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nition d^termine d^apres la condition que renergiedesforcescentrifuges ä la tour- 
ner autour de tont autre axe (ixe du centre, soit nulle. De plus, la resultaute ef» 
fective de ces Forces doit par la nieme, subsister et se transmettre au centre /, 
rendu (ixe pendant Tinslant du choc: mals il est aise a voir que cette resultante 
est nulle d*elle m^me; de sorle que les ageuts centrifuges laisseraient absolument 
au repos Taxe qu*ils sollicitent, alors meme que celui-ci serait parfaitement libre. 
De plus, les reactions d^'nertie tangentielles sont nulles dans le mouvement uni- 
forme de rotation qui resulte de Fimpulsion. Cest pourquoi je nomme toute 
Ijgne de ce genre dans un solide, iixe dintrtie^ rejetant la denomination ilaxe 
principal c\ui\ convient de reserver a chacun des diametres conjugues rectangles dans 
les courbes et surfaces courbes du second ordre« En conscquence de cela je nomme 
plan (tinertie 1 un queiconque des plans fornies par les trois axes d'inertie pris-a-deux. 
Quand une fois on cherche les axes dVquilibration des forces centrifuges 
dans un solide pourvu d'un point (ixe queiconque {0)^ on trouve encore trois 
directlons rectangles en ce point ; mais alors ces forces, sans tendre encore a tour- 
ner faxe autour de tout autre axe du point (jxe, auront neanmoins une resultante 
effectiye qui passe en ce point. Ainsi, pour rester completement immobile , Taxe 
de rotation doit conserver le point fixe {O), et n^est par consequent plus quun 
axe d ^quiübrntion relaticei mais cette derniere denomination etant encore un 
peu longue, je prefere conserver celle qui est plus usitee: axe permanent^ ou 
Celle daxenaiwrel de rotation, de ja employee par Euler. C*est pourquoi on peut 
nommer plan permanent tout plan du point (ixe, determine par les axes perma- 
nents pris deux-ä-deux. Dans la theorie ordinaire on confond sous la denomina- 
tion d^axes principaux, les deux genres de lignes ou axes dont il s*agit; et Ton 
y emploie un procede de gen^ralisation inopportune, puisque la premiere difßculte 
^ vaincre consiste dans la determination des trois axes d^inertie: et cette difßculte 
etant une fois surmontee, on peut seulement demander ensuite de trouver en un 
point (ixe queiconque du solide, les axes naturels ou permanents de rotation, par 
rapport aux directions des axes d*inertie. Or le (§. 1) de ce travail resout cette 
question; et cVtait sur ce terrain nouveau qu'il fallait d^abord la transporter avant 
que de pouvoir en venir au probleme general reciproque qui forme le principal 
objet de ce memoire. Pour mieux justifier la marche que nous avons suivie 
dans la tfa^orie des axes d inertie et permanents, il faut considerer que la fameuse 
equation du troisieme degre ä laquelle on parvient dans toutes les methodes, ne 
peut gueres servir qu^a constater Texistence de ces axes; que pour obtenir du 
nioins la direction des axes d'inertie dansun tres grand nombre de cas particuüers, 

9* 
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il fautrecourir, non pas a cette equation, inais a quelques consideVations de syme- 
trie gcometrique qui, en combinaison avec la definition m^mey fönt voir imniedia- 
tement qua dans les solides homogenes les axes d^lnertie co'incident avec les axes 
de symetrie directe du solide. Ainsi donc, pour tout solide homogene pourvu 
d'axes de symetrie directe, la question des axesdmertie se trouve completement re- 
solue. Pour avoir ensuite les directions des axes permanents d*un tel solide, re- 
latifs h un point fixe quelconque, il faut recourir ä lanalyse du (§. 1). II est vrai 
que Celle ci mene aussi ä une equation du troisieme degre; mais celle-cl ne ren* 
ferme du moins aucun terme constant qui ne puisse ^tre aisement evalue; puisque 
ses coefficients ^^^ B,^ C,^ D, se composent uniquement des moments d'inertie 
principaux relatifs au centre, et des coordonnees du point fixe rapportc aux axes 
d'inertie. Mais les quantites de la forme Jxy dm ^ J'yzdrn ^J^zxdrn qui seVa- 
luenty il est vrai, comme des moments d^inertie, dont le calcul est ncanmoins tres 
difficile, se trouvent exciues dans le cas actuel. Ainsi donc, dans le cas dont Ü 
s*agit, et qui se presentent peut-efre seuls dans les applications pratiquesde la me- 
canique, la question des axes dmertie et des axes permanents se trouveresoluede 
fait par notre marche, et sans avoir besoin de presupposer applanies des difficul- 
tes le plus souvent invincibles. Apres cela nous retombons dans Torniere ordi- 
naire pour le cas g^ncral oü il s^agit de solides qui sont depourvu d^axes de syme- 
trie. En effet, des lors on ne voit plus par l'aide de la symetrie les axes d^'nertie ; 
et Ton en est reduit ^ les calculer par une equation du troisieme dcgrc, renfer* 
mant comme constantes les moments d^inertie du solide relatifs a trois axes coor- 
donnes rectangles, et les quantites J^xydm , Jyzdm , J^zxdrn; or c'est sur- 
tout le calcul de ces quantites qui constitue la vraie difficulte de la question, et 
jusqua ce jour ce calcul me parait avoir ete trop negligc. Je termine donc en 
proposant quelques questions qui se rapportent ii se sujet: 

/. Calculer les moments dinertie des poly^dres regulierst relatifs ä 
trois de leurs axes dinertie rectangulaires. 

IL Calculer les moments dinertie dun ttftra^dre quelconque relatifs 

ä trois axes coordonnds rectangles ayant torigineau centre; puislesirUigrcdes 

Jxydm yj^yzdm ^J^zxdm^ et ddduire de lä la direction des trois axes dinertie. 

III. Calculer le moment dinertie dune pyramide par rapport ä la 
hauteur par rapport ä dcux axes rectangulaires passant par lepied delahaa- 
teur, et situds dans le plan de la hase. 

Bruxelles, ce 9. Mai 1852. 
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2. 

Application des transcendantes ab^liennes ä la 

tli^orie des fractions continues. 

(Par Mr. a W. Borchardi de Berlin^ 



Un des resultats memorables que Tanalyse doit ä Abel^ est la Iiaison 
trouvee par lui entre les proprietes des integrales ä diffeVentielles irrationnelles et 
le developpement des fonctions irrationnelles en fractions continues. En cher- 

^Jx, fx et X 

designant des fonctions entieres de x, peuvent ^tre evaluees en logarithmes, il est 
parvenu a faire dependre cette evaluation dun caractere special qui affecte en 
m^me temps le developpement de yXetx fraction contioue. (Yoir Tome I, pag. 185 
de ce Journal ou Tome I, pag. 33 des oeuvres completes ^j4beL) 

Jacobi, en poursuivant les recherches d'^bel, est alle plus loin; en se 

bornant au cas, oü X est du quatrieme degre et 1 ^r^rlxune integrale elliptique, 

il a etabli une Iiaison plus generale que celle qui avait ete trouvee par j4bei, Hai- 

/fx 
^Txdo! ne peut pas ^Ire evaluee en lo- 

garithmes. Le resultat auquel il est parvenu, est en quelque sorte Tinverse du 
resultat obtenu par Abel. Au lieu de faire dependre certaines propriete^ des in- 

tTxdx (Ji^ representant une fonction du quatrieme degr^) du 

developpement dej/^en fraction conlinue, il a, au contraire, donne des formules 
qui fönt dependre le de'veloppement de \X en fraction continue de la roultiplica- 
tion des integrales elliptiques. (Voir Tome VIT, pag. 41 de ce Journal.) 

Mais les formules de Jacobi se rapportent exciusivement au cas, oü^^fne 
depasse pas le quatrieme degre, et, m^me pour ce cas, elles ont ete publiees par 
lui sans demonstration. On ne connait pas la route qui ly a conduit, mais quel- 
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ques remarques faltes dans son memoire cite ci-dessus portent ä croire quelle a 
ete entidrement differente de celle qui a ete suivie dans les recherches dont on 
va Iire Texpose. Le preseut memoire donne une methode directe pour elablir 
la liaison generale qui existe entre le developpement de la racinecarreej/Xd'une 
fonction entiere de degre pair en fraction continue et la multiplication des inte- 

grales abeliennes 1 yv^^' ^^ celte mc'thode conduit tant aux formules deJacohi 

exprimees en fonclions eliiptiques, lorsquon suppose X etre une fonction du 
quatrieme degre, qua des formules plus generales exprimees en fonctions abe- 
liennes, lorsqu'on laisse indetermine le degre de X. 



1. 

Soit a: une variable independante, et X une fonction de a: du degre pair 
2v, dans laquelle la plus haute puissance de x est affectee d un coefficient positif 
= A^f ji representant une constante positive, differente de zero; le proced^ em«> 
ploye par Abel dans son me'moire cite ci-dessus pour deVelopper/JCen fraction 
continue se reduit aux Operations suivantes: 

II n'y a qu^une seule maniere de satisfaire a Tequation 

Ji = r^ + 50 9 

en Sorte que r« et Sq soient des fonctions entieres de x, 

que 5o soit d un degre moindre que v, 

que le signe de r^ soit pris de fagon que la plus haute puissance de x 

s y trouve multipliee par H- A. 
Considerons le radicalj/JTpour des valeurs de x comprises entre la plus petitera* 
eine reelle de lequation JIl = et — od , ou entre la plus grande racine et + QD. 
Ce radical pouvant etre pris avec le signe + ou le signe — , il ne sera entierement 
d^termme que Torsquon aura fait une Convention precise sur son signe. Entre 
les limites assignees pour la variable x ce signe est determine sans ambiguite par 
la double condition: 1^ que yX varie d'une maniere continue avec x, 2^ que 
pour des valeurs num^riques de a: indeßniment croissantes positives ou negatives, 
le rapport de yX a Ax^ converge vers Tunit^ positive« 
Cela pose, faisons 

V^=rQ+-^ doü 
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1 VX-hr. 1 So 







VA'-ro— So ' w. — yX+ro* 



Poiir des valeurs numeriques de a: indefiniment croissantes le denominateur 
yX + r^de ~- divise par -4a?*' converge vers 2, tandis qne son num^raleur ^0 di- 

vise par la m^me quantite converge vers zero, donc~ converge aussi vers zero; 

donc Tq est la ibnchon entiere de a; determine'e de maniere que la diflerence 
yX — To s'evanouit pour des valeurs infinies de x. *) 
Soit 

t^ representant le quotient, et •— le reste de la division de r« par s^^; faisons 

i_ yx+ r, 

'^' — Wo-2v.— Si ' 

La quantite r^ est du degre v tandis que 5| ne peut pas depasser le degre )'«— 1, 
donc en ^yant egard au signe de yX on reconnait que pour des valeurs numeri- 
ques de X indefiniment croissantes, --- converge vers zc'ro« 

Soit 

r, — f^iS^ + Uij 

iL 

Vi representant le quotient, et y le reste de la division de r^ par ^1, faisons 

Wiz=z2ei + -- dou 



*^ Si Ton difinii de cette manitee la fonciion r^, la nolion de ia fonction eütiin contenue danf 
foiicHon donnit^ noiioD qui a sa source daiis les fonclioua rationnelles fractionnaires , prend un tens 
ai gtoeraly qo'elle t'appliqoe eo aatoe tempa ä ane classe tria-^tcodoe de foDctioiii irrationneilea. 
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La quantit^ T] est du degre v tandis que s^ ne peut pas depasser le degr^ 
V — 1 cic. etc. 

£n repetant ces Operations un nombre indefini de fois, on arrive au de\e- 
loppement suivant de yX en fraction continue : 



(1.) yx = r, 



2v. 



2v, 



2», 



2«„_,+ - 



tp„, le quotient complet de la fraction continue (1), estdonncf par Tequation 



(2.) 






yx+n 



Sn 



et les quantites Tq , r^, , * . r„ . . . .; Sq^ s^, - » . . ^„ . • . •; rp, ^j, . . . . r, . 
s5nt definies par le Systeme suivant dVquations : 



(3.) 






r^ = ViSy + Ui 






(4.) 



ri — 2ro^o — ''0 = To— -2w<j 
rj = 2rx^i — Ti = ri — 2i/i 



r» = 2r„«i5,^i— r„.i= r^i— 2£/,^ 



(5.). 



5i = 1 + 4i/orp 
5, = jfp + 4 i/i Vi 

m 



Pour verifier ces ^quations on n*a quh considerer les relations qui lient 
entre eux les quotients complets consecutifs, savoir: 



•^»-1 = 2 r. , + — , 



tp, = 2r, 



«o«+i* 
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En substituant dans la premiere et la troisi^me de ces relations les valeurs de 
^»-M ^«9 ^n^i tirees de la formule (2)» on trouve: 

(V-X + r^, - 2r,.j5.,,).(}/X+ r„) = 5^„., , 
(VJ: + r„.x - 2r,.j5_x) . (2«^.}/JS:+ 2r, r„^, + 5,^ == 5».i(VJt + r^^^ 

d*ou, en egalant de part et d autre la partie irr^tionnelle äi la partie irrationnelle, 
on obtient: 

= Sn4-i + 2r„ (r„+i — r J , 

ce qui demontre les e'quations (4), (5). 

Les quantit^s r^, ri«... sont toutes du degre v, les quantites Sq^ ^i*«*.» 
Ue, lii.... ne peuvent pas depasser respectivement les degr^s v — 1 , z^ *- 2^ les 
quantites r^^ fi..,. sont au moins du premier degre. Les degres des quantites 
TiySi et le signe donne au radical yX sont tels que pour des valeurs numeriques 
de X inde'flniment croissantes les valeurs numeriques des quotients complets tOg 
croissent aussi jusqua rinfini, Si Ton ne dispose pas d*une maniere particuliere 
des coefficients qui entrent dans la fonction X^ les quantites ^^ et r^- sont precise* 
ment des degres v — 1 et !• Dans ce cas, auquel se rapportent les considerations 
suivantes, le developpement de yX en fraction continue sera nomme regulier.*) 

Formens ä present les reduites de la fraction continue (1) et posons 









*) Le ca« trre^fMr dam lequel les quantites «o« 'i peuvent 8*abais8er au-dessous da degr6 

«"-1 tandis que «,, «i peuvent dipasser le premier degrö, offre an grand intör^t, car les irrtgula-> 

ril^ dn döveloppement de VJT annoncent (comme Abel W montri dans le cas le plas simple) ane r^ac- 
tioo correspondante d'inl^grales ab^liennes ä des integrales du aiftme genre et d'nn ordre moins ^lev^ 

ib celte importante matiiire mörileil*Mre prise pour ebjet d*an Iravail A part. 

Crelle's Joam. f. d. M. Bd. XLVill. Hefl 1. JQ 
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les numerateurs Po^ pi>*». et les denominateurs ^09 yi**** ^o*^^ donoes par le sy* 
steme de'quations: 



(6.) 



Z?! = 2p,/?o + 1 






9^1 = 2^0 
9»+i = 2r„y„ + 9r„.j. 



Dans le cas regulier que nous considerons chacun des quotients t'o, f'i.... 
est du premier degre, donc ^09 ^m ^2 • • • « 7n • • • • ^ont des degres 0^ 1^ 2^ . . . • 
71, • . • . et )9o9 /7| 9 ^3^ • • . • /7n • • • • des degre 1;, i; + 1, i^ -♦- 2, . . . . i; + /i • . . 
Ces quantites satisfont li requation eonnue: 



(8.) 



/^»^n-l — qnfn^l = (— 1)" S 



commune ä toufes les fractions continues dans lesquelles les numerateurs par» 
tiels sont egaux ä Tuoit^. Elles satisfont en outre a des relations speciales qui 
n'önt lieu que pour la fraclion continüe proposee, et qui e'tabiissent une liaison 
entre les quantites /^.^ qn^ d'une part, et les quantites r^^ Sn d autre part. En ef- 
fety divisant les deux dernieres des equations (6), (7), Tune par Tautre, on obtieAi: 

Si Ion remplace le quotient partiel 2r„ par le qnotient complet w^, la reduile 
—^ se change en la vraie valeiir ^X de la fraction conlinue^ et il vient : 



(9.) 






Multipliant par qn^n+ qn^if substituant la valeur de f^» donnee par IVquation 
(2) et egalant separement la partie rationnelLe ^ la partie ratiounelJe et la partie 
irrationnelle ä la partie irrationnelle, on obtient les deux equations: 



Pu== qn^n+qn^lSm 
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et de lä, en eliminant successivement rn et Sn, et se servant de l'equation (8): 
(10.) pl-Xql = {r-\r-'s^. 

(11.) PnPn^l — Xqn ^»-1 = (— 1)" T« . 

Multipliant Tune par Tautre requation (10) et celle que Ton en deduit en rem- 
plannt n par n — 1, on trouve, a Faide d^une identit^ algebrique connue et des 
equations (8) et (11): 

ri, — X =i — SnS^l ou 
(12.) X=rl+SnSn^. 

Les trois ^uations (10), (11)» (12) se f'apportent ji toutes les valeurs enti^res.et 
positives de n et m^me äi 7» = 0, si Ton convient de poser 

Des equations (8), (9) on deduit: 

(13.) ,._yx.».= Jfci^, 

d*oü Ton conclut qu avec des valeurs numeViques de x indefininrient croissantes 
pn — yX. q^ converge vers z^o. 

Le developpement actuel de j/JC en fraction continue tel qu'il est donne 
par le systdme de formules que Ton \ient d'obtenir, est parfaitement analogue \ 
celui de la racine carree d*un nombre entier, avec cette seule diffeVence que les 
fonctions enti^res y remplacent les nombres entiers. 

Les equations (10), (12) sont de la meine fornoe que I Vquation algebrlque 
qui sert de base au tb^oreme SAhel^ et c'est sur cette concordance que se fonde 
le moyen de faire dependre le developpement dont il s^agit de la multiplication 
des integrales abeliennes. Pour faire ä la question qui nous occupe Tapplication 
de ce th^oreme, il convient de le formuler pr^alablement en un enonce complet. 

Mais auparavant introduisons, au lieu de x^ une nouvelle variable y par 
une Substitution lin^aire et fractionnaire. Une teile Substitution peut ^tre deter- 
min^e de maniere quen Tintroduisant dans les equations (10, 12) elles se chan- 
gent en d'autres de la m^me forme» dans lesquelies X ^%\ remplac^ par une fonc- 
tion I^du degre 2i^ — 1 seulement, et ayant les facteurs y, 1 — y. Ainsi deter- 
inintfe, cette Substitution coincide avec celle par laquelle Mr. Bichelot, (tome XII» 

10* 
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pag. 181 de ce Journal), reduit les integrales abeliennes li/x^^^ ^ ^^^^ forme 



canonique. 



2. 



Supposons pour plus de simplicite' que tous les facteurs lineaires de X 
soient reels et difTcrents entre eux. Posons 

(14.) X = (a^ — ai)(x — Ot) (a? — fl,^) , 

les quantites aj, 02^ . . . . a^ etant rangees dans Tordre de leur grandeur relative, 
de softe que 

ou «1 < öa < <.a^ 

OU fl| > flj > I> Ojy . 

Cela pose, la Substitution lineaire et fractionnaire dont on vient de parier, 
peut ^tre partagee en deux plus simples que nous allons exposer Tune apres 
Tautre. 

Introduisons en premier Heu une nouvelle variable z par la Substitution 
lineaire et enti^re: 

(15.) o? — a, = (02 — öl) ^ ; 

posons » .__ OM'^ax • ^^ a^^üi . oiv'^ Oi 

(16.)^ ••"•*'' "»-«,-«1» *»-«-a,-«i»» 



d'oü 1 < Äi < Äj <•....< Ä 



ll^» $ 



de Sorte qu'ä des valeurs de x, decroissantes depuis Hi jusqu a — od et de +0D 
jusqu^ii a^ dans le premier cas, ou croissantes depuis Oi jusquä + QO et de — od 
]usqu*ä Ojy dans le second cas, correspondent dans Tun et Tautre cas des valeurs 
de z decroissantes depuis jusqu'a — od et de + cd jusqu ä ^2»^* On aura: 

(17.) yX={a,-aOyZ, 

(18.) Z=5z(z — 1)(2 — Ä,)(« — Äj) (z — b^2) 9 

le radical |/Z devant Itre pris avec le m^me signe que z"* dans Tun et Tautre des 
deux intervalles de z que Fon considere. 

Concevons que le radical yZ soit developp^ en fraction continue d apr^s 
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la methode du n^ 1» la variable z etant consider^e comme variable indepen* 
dante, et soient cöf^, Xn^ Qn^ cr„^ co» = — les quantite's qui dans le developpe- 

nient de f^Z remplacent les quantitcs ^„, y„^ r„, ^„, i^„ = — - — ^ obfenues dans 

le d^veloppemenlde)/wY; ces nonvelles quantitesa>,, jlfi,. . • • se disfingueront seu- 
lemenl par des facteurs constants de leurs correspondantes p^^ y„. • • • £n effet, 
on s'assure aisement que Ton a 

_ _ ^ 

(19.) ( r„=(öa-ci|)"e„ 

^^ = (^2 — Oif^cr^ Sj^i = or„^| 

Les valeurs de yX, pm (/„y r„, 5. etant Substitutes dans les ^quations (8, 10, 11, 
12, 13), Celles -ci deviennent 

(8.)» Bf„Xn-i - X. (S.-1 = (- 1)'-*, 

(10.)* a;--^;r; = (-i)"-'<r», 

(11.)» m„ ©,_, — ZXnX.-i — (— 1)"q» , 

(12.)* Q;-Z=-cr„<r„_„ 

(13.)* eD. - VZ.., = ^-^^^^ , 

^quations qui se rapportent m^me ä rt = 0, si Ton convient de faire 

«>_i = 1 , Z-i = , or_i = 1 . 

Introduisons , en second lieu, une nouvelle variable p au liea de 2 par la 
substitolion lin^aire et fractionnaire 

fOA-l -i « «- 
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Posons 

d^oü 

(21.) L L- A_ L_ A L_ i l 

0<»?<1, 

1 > xj > x» > > xU > 0, 

de Sorte qua des valeurs de z decroissaotes depuis jusquä — OD et de +(M> 
jusqu a Ä2y-9 correspondent des valeurs de p croissanfes depuis jusqu a tj et de 
fj jusqu a 1. On aura 

If — V/' 

(r = y(l-y)(l-«?y)(l-x5y) (l - «l^y) 

^ Jfl « ,(1 - ,i)(l - xW(l -■ .4,) (1- «1_U) 

* 

le radical |/ » ayant le^signe + daos tout l'intervalle de p depuis jusqu 4 1. 
Si Ton convieot de preudre YH avee le signe +, YY aura donc äussi ]e signe +• 

En introduisant y au lieu de z dans (^n, ;if,, Q», or„, oa« = — ^~ » ^®* 
quaotit^s prennent la forme: 

(0. CSS '■ • IT j, s= ^ 9 

-l^ny Qn9 ^»9 *^fi repr^seutaut des fonetions entieres de y respectivement des de- 
gres n + v ^ n j V y V — 1, En m^me temps les equations (8)% (10)% (11)% 
(12)% (13)* se changeot en: 



W VZ=(;i.)yi, 
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(25.) i>,e,.. - Q„ P._, = C- 1)"-' (y - 1?)*^"- , • 
(26.) /»;_ ^ yQ2 = (_ i)»-.(y _ ,)«-- 1^;, , 

(27.) P.P»-,-|^Va<?-i= (- irCff-nr^H, , 

(28.) i?2 - ^V = - (y - v)' S„S._, , 

(29.) i>:-,^]/|.ö,= (-i)-^^|^-V-. 

Lc premier membre de Peq.uation (2ff) est divisible par (y — ^^yn^-^i p^j effet, 
d apres les equations (17, 19, 22, 24) on a: 

Tn Qn R» 



yx->/z-;:;yT. 



Mais, en vertu des Conventions faites sur le signe de r«, en vertu des e'quations 
(4), et eu egard aux degres des quantites Uq^ e/d 1/2 ••••# on a pour y 3= 17, cäi.d. 
pour ^ =: =i= OD : 






doue pour ^ = 17 il vient: 



Ä. = i?» 



Par cons^quent, pour y = f; la quantite' f^» = ^^ ^ dont lc numera- 

teur devient = Ztf, ue peut pas sVvanouir. Pour y = 9^, la quantite Q^ ne peut 
non plus s'evanouir^ car si Qn etait divisible par p — 17, q„ serait d*un degre 
inftrieur ä n, ce qui est impossible. Donc, pour p zrz fj^ lc denomioateur 
Qm^^n^iy — ^)'Qn-i du secoud meuibre de Tequation (29) est different de 
2^ro^ donc le premier membre est divisible par (y — ^)***"^*, c. q. f, d. 

Tout se rcduit a prcsent a la Solution des deux equations (26^ 28), apr^ 
quoi les quantites r„, s„ sont d^terminees par les formules (19, 24). 

Les deux substitutions (15, 20) reunies donnent: 
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et en eliminant Ie& quantit^s ^i, Zr2**** ^2^-2 «ntre les equatioos (16,21)» il vient. 

tfl» — gf f g2v--l — C^ 2 <'2v"2 — Ot s ^_ g «— <»1 

^—i^a^ ' ""''' — a,.^i-fl, ^ '^'^— «iv-2-ai ' ''*^^— a,-a,> 

donc j^ dcpend cle a: par requation: 

Ä — €l| <l2v — • Ä| 

= P , 

« — «f Oll» — öl 

Gelte Substitution, equivalente ä deux substitutions diffeVentes dans les 
deux hypotheses que les. quantite's ii|, a2y ....a^ forment une serie croissante ou 
d^croissante, est identique ä deux des Av substitutions lineaires de Mr. Richeloi, 
^numerees dans le memoire eile ci-dessus. En examinant de plus pres ces 4iv 
substitutions, Ton trouve que dans 4v — 4 de ces substitutions, la quantite f; est 
> 1 ; que dans deux, 17 peut etre >• 1 ou <! 1 , suivant les valeurs particuli^res 
de Oi^ 029 •... ^sv; et que les deux substitutions qui restent sont les seules dans 
lesquelles rj est toujours <! 1, quelles que soient les valeurs particulieres de 
^if ^2 •••• ^2y C^ sont ces deux derni^res substitutions que Ton vient de com- 
poser cn appliquant lune apr^s 1 autre les substitutions (15, 20). 



3. 

Apres avoir expose dans le 71^ precedent la Substitution lineaire qui con- 
duit de la variable o: ä la variable p par l'intermediaire de z, cfnon^ons ä-present 
le theoreme äAbel sous la forme dont nous aurous besoin dans le cours de ces 
recherches. Ce theoreme*) peut £tre ^nonc^ comme il suit: 

»Soient 91 (y) 9 9>i(y) deux fonctions entieres donnees de j^, telles que 
»le produit 91 (y) y^Cy) sVleve au degre 2i^ ou 2v — 1; soit tp(y) la fonction 
»transcendante definie par T^quation 

»les coefficients £99 £1, ....Ly^^^AishqfidinX. des quantites quelconques; soient V^ 
» TV deux fonctions entieres de y telles que Fexpression 



*) Voyez le mÄmoire A^Aheli ,, Remarques surquelqoe« propriitis gönirales d*une ccrtaine sorte 
de fonctions transcendanies", Tome III, pag. 313 de ce Joarnoi on Tome I, pag. 288 de ses oeuvres com- 
pIMes, et le mtooire de Jaeohii „Ueber die Additionstbeoreme der it6erschcn Integrale s weiter und dritter 
Gattung', Tome XXX, pag« 121 de ce JoamaL 
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r = g,,(y)f'«-g,,(y)^» 

»sileve au cfcgre iVL De^&rminons f^^ T^' de sorfe que T soit divisible par le 
»produil des N — v + 1 fjactcurs lineaires 

y — ^i 9 y — ^»'2 5 y — 3p^-.+i ^ 

»et soient Jfi^ 3^29 • • • • ^y-i l^s i^ — 1 racines que Ton oblient cn egalant i zero 
»le quoticnt 

yi(y)^'-yi(y )Tf* 

(y — *i)6 — *») (y — «A'-v+i)^ 

»de Sorte que Ton a identiqueinent : 

(31.) T=;.^,(y)F'^^(ii)ir' 

— T( ) ^ y ^ ^» )Cy •" ^^ ) ( y "^ a^A-»^*^i)(y — yi)(y — ya) (y — y»-i) 

— W • (a^x^Xa^x^ (a — «A^y+i)(a — 5fi)(« — y,) (a— yK«i)' 

»a designant une constanle quelconque. Cela pose, les z^ — 1 racines 2^19 ^99 •••• 
*•.. 1^1^-4 sont des fonctions des N — 2^ + 1 racines acgj x^j .... a^A-^^i lellcs qu Vi- 
eles verifient en meme temps pour toutes les valeurs possibles des coedBcients 
»Z«^ hi^ .,.. 1j,j^2 Ia relation franscendantc 

(32.) 5,y/(^,) + 5,V/(x,) + H-rfy^.-,,! «^(^A-v^i) 

= rf'^Cyi) -H ö"V(yO + .... + 5(--'^ ^(y.-i) + C , 

»C designant une con staute. 61^ 6^^ ••••d'^»^i, rf', S", ....d^*"**^ sont + J ou — 1 
>>et Ton a: 

5i = + 1 ou = — 1, suivant que y — Xi divise 
3<*> = 4- 1 ou = — 1, suivant que y — y^ divise 

Non seulement IVquation transcendante (32) est une cons^quence de 
r^quation algebrique (31), mais ces deux equations peuvent se remplacer mutu- 
ellement, de sorte que Ton a aussi le the'oreme inverse: 

»Les quantites X|, x,, .... o^^^^i et les signes «fi^ ^19 ••••^A-y^i etant 
»donn6s« les quantites yn^j? ....K-i et les signes 5', rf'', ,.^.d^*'"*^ propres ä 

Ciellcrs Joiurnal f. d. M. Bd. XLYIll. Heft 1. 1| 
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» satisfaire pour loutes les valeurs possibles des coefficients Z«, £| ^ • • • £^.2 ^ l*ec[ua- 
»lion transcendante (32) verifient en m^me temps requation aigebrique (31), et 
'»cette verification se fait en sorte que 

5y — Xi divise le facteur irralionnel Vg)i(y).i^— ^iVg>a(y)*^^ 
y — y* divise le facteur irrationoel Y(fi(t/).F^+ ö^r9i(y)*^-» 

La derniere partie de ce theoreme etablit entre les integrales et les expres- 
sions alge1)riques une correspondance de signe qui est d*une grande importance 
pour les applications ulterieures. 

Les limites inferieures des integrales sont des constantes quelconques. 
Dans le cas particuKer oü ces limites inferieures forment un second Systeme de 
racines propres ä verifier requation T = 0» la constante C sVvanouit« qu elles que 
soient les valeurs des coefficients Zq^ ^i^ Z,,^« 

Posons 

(34.) (l~y)(l-«?y)(l-x;y) (1- x^y) = *(y) = J. 

et faisons les bypotheses spe'ciales suivantes : 

1^ 9iCy) = l, 
9i^y) = y*(y)9 

y du degr^ n + v ^ 
TV du degre n . 

2*. 9),(y)=y/ 

g>aCy) = *(y) 9 

V du degre Ji + v — 1 , 
FF' du degre n . 

Dans Tun et Tautre cas toutes les racines de IVquation T = peuvent s cVanouir 
ensemble, donc, en prenant toutes les integrales depuis la limite inferieure O^.la 
constante C disparait, quelles que soient les valeurs des coefßcients L^^L^^.*nL 
et en faisant a = Ion obtient les deux tbeoremes: 
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Thc^orime /. Soit 

(35.) ^/(y)= I p^^^,-(-j3 Jy, 

0(y) d^signant la fonction definie par requation (34), soient jF^ct JV ie% 
fonctions enfidres de y des degres n + v el rit consideVons requation trans- 
ceodante : 

(36.) «Ti^PCxO + a.«P(xO + -t-ö^^^^ix^^d 

= rf'^CyO + rf"*(y.) + + ^'-"«'(y.-i) , 

ayant lieu pour toutes les valeurs possibles des coefficients £,) £|, ....£y_n 
et I'e'qaation alge'brique: 

(37.) T^V*-9f^{3i)Jr* 

= W»-(i-|;)(l-y...(l-^)(l-*;X»-0.O-3 

avec les conditions : 

iV— 6iVy ip{y).W d\\\s\h\e par y — a-,- , 
r+ a^^^VjT^K^.^ divisible par Sf -Sf* • 

Cela pose, les quantite's ooiy cc^^ • • • • ^^2ii+)h-i ^^ ^^^ signes <{!i9 d^s? •••• d^^HiH-i 
etant donnes, requation transcendante (36) d^une part, et IVquation algd* 
brique (37} avec les conditions (38) d autre part, donnent aux quantites 
^19 ^2 9 ••••yi^i et aux signes rf', 5", ....5^""'*^ des valeurs identiques et peu- 
vent, par consequent, £tre remplacees Tune par Tautre. 
Thdor^me II. Soit 

(35.) «P(y)=l ^|;^^j dy, 

4>(y) designant la fonction definie par Tequation (34), soient V t\. TV At% 
fonctions entieres de y des degres n + v — 1 et n, considerons Tequatioa 
transcendante: 

(39.) <riV(a;0 + rfs«^(a:a) + + S^^^Qx:^) 

w 
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ajant lieu pour toutes les valeurs possibics des coeTficients L^y Li^ ...L^^j 
et requation alge'brique: 

(40.) T = yF^^0(ff)Pr^ 

avec les conditioos 

iyy.F-d,y0(yy.PF divisiUe psiv y-«,, 
(41.) < 

(j/jr.#^+rf^>J/0(Sf).f'rdivi$ible par y-^ . 

Cela pose» les quantites X|^ Xj^ ••••Xj^^y et les signes ^ijit9»**»^2n^ ^tant don- 
nds, requation transcendante (39), d*une part, et requation algcbrique (40) 
avec les conditions(4I). d*au1re part, donnent aux quantites Si^y%^ "•'Vt^i et 
auT signes cf, rf'', ...rf^*'~'^ des valeurs identiqucs, et peuvent, par consequent, 
£tre remplacees Fune par l'autre. 



4. 

Revenons, apres ces explications preliminaires, ä la Solution des equations 
(26, 28), Solution ä laquelle se reduit^ commc il a deja cto remarque dans le n^ 2» 
toute la question dont il sagit. 

ConsideVons d*abord les equations (26) et (29) du n* 2, savoir: 

c») «-«*-g-e;«(-ir'(!' -•<)■-"'&, 

(».) p.-rVi-Q.=(-tr'-ö^-;;^^Q;:^r 

Pn etant du degre i» + v et Q„ du degre n. 

L*6quation (26) se trouve comprise dans le nombre des equations (37), 
auxquelles se rapporte le theorcine I du fi? precedent £n effet, soient a^ 0U|>.«» 
a^i les 2/ — 1 valeurs de y pour lesquelles S^ sVvanooit, et posons 

r — p j/fr—1!^-!i 

X| = X2 = • . • • = x^n^M^-i = V r '1 ^^ ^i ^ y%^=^ 0^2^ • . • «Vyi == a„_| ^ 
alors Tequation (37) se change en Tequation (26), 
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Or, en yertu des remarques faites ä la fin du n^ 2 rclativcment ä requation 
(29) son premier membre est divisible par (y — i;)**^*^*, c. a. d, quc toutes les 
differences y^x^ divisent le niexue facteur irrationoel : 

ou, ce qoi revient au meme, que tous les signes iiy ^a) '•••^2rM-i^i ^ont positifs. 
Dotieren designaot daos le cas special dont il s*agit par £% t"^ ..•.£^'^'^ les signes 
representes par 8\ 6'\ ....d^*^*^ dans le cas geneVal du ibeoreme I, on parvient, 
par 1 applicalioD de ce tbcoreme, au resultat suivant: 

Les 1^—1 racines a^ a^y ....^V-i de requation «S„ =: sont des fonctions 
de fj telles qu en posant 

(35.) ^(y) = J^h±hl±^^:±h:^ ^, , 

elles verifient pour toutes les valeurs possibles des coefficients i^0 9'^i9'^29*««^y-t 
requation transcendante : 

(42.) (2/H-i;+l)jpO/) = e'W(a,) + €''V(a^) + + f^'"*^«P(av-i), 

t% £**, .•..£^*^*> c'laiit + 1 ou — 1. 

Quel que soit le nombre entier /ul, ori peut toujours definir v^ — 1 argu- 
nients Vj^^ r/^^ ....i?^*^^^ par la condition que Ion ait pour des valeurs quclconques 
des coefficients L^^ L^ ••••£y^2 l'equation 

(43.) /*«;(.?) = ± wi'O ± wiv';) ± . . . . ± wiv(;-«) , 

et alors Vfiy ^^^...-^JT"'^ seront ce qiie Ion peut appeler les arguments fnuUiples 
de n de t ordre fx (relativement aux integrales tp). Cette notation introduitc, les 
racines ai, 029 ....a^i de requation «S» s= sont identiques aux v — 1 argu* 
ments n'^»^^\^ '^L^^x^ ••••^Si+lVo multiples de n de Tordre 2^ + 1'+ 1. Donc» 
en designant par S^ (0) la valeur de S^ pour ^ = 0, on obticnt : 

(44.) 5. = sm{}-/—){s-:^—) (l-^ir) • 

De plusy on conclut de la correspondancc de signe ctablie par le tbeoVeme 
iiAhel que chaque difference 
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y — a^ divise Ic facteur irratioonei P„ + «^^^^*'[/o«Qn o 



de Sorte que: 



(46.) P„ = - £<'^ rt\\ . Qn pour , = a, 



Ayant determine la fonction Sj, au coefficient «$„(0) pres, il s*agit de cal« 
culer ce cocTficient et la fonction JS», ce qui sc fait ä Taide de IVquation (28) du 
n® 2 savoir de requatioh : 

(28.) ly-^^g = -(y-^)'5„5»-i • 

Soit y pour abreger 

(46.} ^ ^2ii+v ^= i^i » ''ai»^-» ^^ ß% j • . • • • ^i»^y = ^v-i 9 

tous les arguments '>ltUy*\ • ^^^ y '^i^y-i etant d^finis par des equations de la 
forme (43), et soit 

-^ Cy) == (y — «i) (y — o«) (y — «V-i) , 

(47.) {5(y) = (y-Ä)(y~^a) (y-/?^,), 

CCy) = (y — yi) (y — 7:0 (y— y»-i) , 

de Sorte que les quantite's a^, a,, ....a^i ; ^i, /?,, fi,^i ; yi, yj, y,^ 

satisfont aux e'qnations transcendantes : 

(2« + V + l)«P(ij) = e'«P(a,) + e"«I/(a,) + .... + fi<'^"jp(a^O » 

f(2n + V — l)v(ij) = s'My^ + er'i'(yO+-...+ «^"«'(y.-i) , 

s'f e", ....«<"-'> ; «', e'% . ...e«-^" ; «I, f'/, ....ei'"" elani + 1 ou — 1. 
De ces e'quations on deduit 
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(49.) if^f{ß,)+e"^>{ß^) + + «"^»»P05^,)+ ip(i?) 

= «'«P(a,) + «'V(cO + + ««'"'VCa^i) , 

(50.) e'vißO + e"'v(ß^ + + e"'-"'P(/8^i) - V(i,) 

— «Xyi) + clXy«) + + «r*'«' (y^i) , 

(51.) eI«p(y,)+£;V(yJ + + «i'-V(y^i) +2«f(i,) , 

= «V(aO + e'V(aO + + e'^'V(a^,) , 

doni la derniere est une consequence des deux premieres. 

Goosiderons les equations (25, 27, 28) du n^ % savoir: 

(25.) />„<?,_, -0.^»-, = (-l)-»(y-,)*^S 

(27.) P,P^,-5^1'<2„Ö„-, = (-l)'(y^i7)*^»Ä,, 

(28.) Ä!- 5^r = - (y - nyS,S^^ , 

Des equations (25» 27) on deduit 



a pouvant ^tre + 1 ou — 1. Dans cetfe e'quation 

pour e = + 1 le premier facteur du second membre est divisible par(|f — jy)****^* 

d apr^s requalion-(29), 
pour « = — 1^^ le premier facteur du second membre est divisible par y '^ai 

d'apr^s IVquation (45), 
pour a = Bi^ le second facteur du second membre est divisible par y "— * %- d apres 

IVquation que l'on deduit de (45), lorsquoo y change #i en /i"— !• 
Donc on a les conditions: 

Rn — nr']j divisible par (g — j^)* 
(52.) {Rn + s^'^iy^V J divisible par Jf - a, , 

Rn — «iVrg divisible par y-^yi^ 
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LVquation (28) et les conditions (52) sc trouvent comprises respeclive-^ 
ment dans requatioii (37) et dans les conditions (38) du theoreine I» sous les 
hypotheses : 

cf, = «; , ä, = er...*,., = er'>, 3, = l , rf^» = l , *' = e',a-= «-. ..d^-'>=a<^^ 

donc requation (51) est IVquation transcendante par laquelle, en vertu du theo» 
reine I, IVquation algcbnque (28) avec les condit}ons(52)peuveDtetreren)plac6es* 
Aux conditions (52) on peut sübstituer les 2v eqnationsc 

(52.)* < ^„ ^ 

Si parmi ces 2v equations on en choisissait arbitrairement v+ l quel- 
conques, elles suffiraient ponr detemiiner au nnoyeu de la (ormole d mterpolation 
de Lagrange la quantite /i« (fonction entiere de 5^ du degrc v). Mais la forme, 
sous laquelle Rn se presenterait alors, manquerait de symetrie, ou serait au moins 
tres - compliquee. 

Pour arriver a Texpression la plus simple de R^ on prendra la route suivante : 

On remplacera d abord l'equation algebrique (28) avec les conditions (52) 
par Tequation transcendante (51), puis cette demiere par les deux equations trans- 
cendantes (49» 50), dont eile est la consequence. Enfin» les equations transcen- 
dantes (49, 50) se trouvant comprises dans Fequation (39) du theoreme II, on les 
remplacera, en vertu de ce theoreme, par deux equations algcbriques de la forme 
(40) avec des conditions de la forme (41), et Ton se trouvera ainsi conduit ä rem- 
placer Tequation algebrique (28) avec les conditions (52) par deux equations al- 
gebriques simultanees avec les conditions necessaires qu^il faut y joindre, 

Tout se reduit donc ä appliquer le theoreme II du n^ precedent aux equa* 
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tions (49» 50). Ces deui equations transcendantcs sont en effet comprises dans 
requation (39) du tbeorerae II sous les dcux hypotheses: 

^1 = A > o?, =5 jff, , ....rr^i = ^^.| , a;„ = jy ; yi = «i , y« = «a^ -yi^i = »k-ii 

Donc en vertu de requation (40) et des couditions (41) du theorcme II, les 
equations transcendantes (49, 50) sont remplacees par les deux equations al- 
g^briques: 

(53.) p (V{y)) -0(j/)^ ^(ö) • W) ' "V" ^ 

(o4.) . y (^i(y)y - «> (y) = ccÖ) * ß(0) * T~ ^ 
avec les condltions : 

(55.) m^\^ , n« = «"'VT' 
(56.) r,(,) = - V^ä , /'.OS,) = .»V^f , 

(57.) ^(a,) .»V^p , 

W ^.(7.) .pV^¥ ' 



et 



Tindice i devant avoir parlout le5 valeurs 1, 2, v — 1. 

Rien n*est plus facile que de prendre la route inverse et de deduire des 
equations (53, 54) et des conditions (55, 56, 57, 58) Tequation (28) et les con- 
ditions (52). En effet, multipliant Tune par Tautre les deux equalions (53, 54), 
et se servant de la meme identitealgcbrique qui a de'ja ele employee dans le n^l, 
on obtient: 

Cralle'f Jonni. f. d. M. Bd. XLVllI. Heft 1. * 12 
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— ^(0) ' C(0) ■ Vß(0)/ ' V >? /• 
Si I'on prend les signes inferieurs, chacune des expressions : 

est divisible par le produit (y — /?i)(y — /?a) (y — /?;,^i) = JB(y),-comine il 

est facile de le verifier par les formules (55, 56); donc en posant 

6 d^signant une constante, on a 

(60.) (r«)' - GT = g5>i^. -^ fK'-?')'- 

equation qui, comme li est aise de s'en assurer, ne diffcre de (28) que par un 
multiplicateur constant. 

Des 6quations (59) on deduit 

u{y) — 6 (yyx — 2B(^) ' — ' 

a etant + 1 ou — 1. De la, en posant successivement ««=-1-1 , e = — a% 
8 = 4'^ on trouve i Taide des equations (55, 56, 57, 58^ les rcsul tats: 

ü(y) --Gyr dlvisible par (y — 0% 
C7(y) + 6<''>G J/l" divisible par sf - «i , 
?7(y) - tfG yr divisible par y - y, , 
ce qui equivaut aux equations: 

^"') — (01/ ^r N 

,« . / (* = 1.2, v — 1) 
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Ges valeurs de -q' comparees aux valeurs de —^ R^ donnees par les equations 
(52)* rooDtrent que la difference 



y •*•» 



est divjslble par (y — i?)*(y — »i) (sf — «a)-(y — <V-i) (y — yO (y— yO— (jT— y,M.i)* 
Mais comme chacune des deux fonctions UQif) et jß„ ne depasse pas le degre v^ 
on en conclut que pour des valeurs quelconques de y on a identiqueraeDt: 

ouy en substituant la valeur (59) de U(p) : 

^Ol.; -«» — i/jBjr 2ÖÄ(y) 

Les formules (55, 56) donnent v valeurs de chacune des fonctions ^(y)» 
^i(v)p et comme ces fonctions sont fune et Tautre du degre v — 1, ce nombre 
de valeurs est precisement le nombre necessaire et süffisant pour determiner 
f^di) et f^iip) ät Taide de la forraule d'interpolation de Lagrange. 

Mais la determination de ces deux fonctions peut £tre r^duite ä celle de 
la seule fonction 

(62.) T{y) = 2üf-i?) • 

En effet» d^apres les equations (55» 56) la somme y(y) + ^i(y) est divisible par 
y — rif donc T(y) est une fonction entiere du degre v — 2. L'cquation (62) et 
la seconde des equations (59) forment un Systeme d 'equations qui, resolues d apres 
V{y) et ^i(y) donnent : 

(63.) I 

\V,{y) = iy-ri)T{y)~GB{y). 

De plus, les Equations (55, 56) combinees avec Tequation (62) et la seconde des 
Equations (59) donnent: 

12* 
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et, de lä, par la formule d'interpolation de Lagrange: 

(65.) T^) = ^ «« •^•«-^ • 

£n portant la yaleur de G donnee par la formule (64) dans les cquations (63), 
on obtient: 

et en substituant ces valeurs de 6 , f^ijf) > ^i(y) dans IVquation (61), il vient: 



'n 



(66,) ^ou 

X? _i V » g(y) , 1 ^;^^(>?) <P^y) - y(y - ^)Vr(y) )* 

T(y) etant defini par IVquation (65). 

Teile est Texpression chercbee dejR„, expressiondontla-simplicitenelaisse» 
a ce qu'il semble» rien ä desirer. Elle montre que jß„ depend de la multiplication 
deTordre 2n + v des integrales ^^ (car cest a cet ordre que se rapportent les ar- 
guments ßi, ß^^ i^y-i)' ^^ndis que Sn depend de la multiplication de Tordrc 

Quoique une partie de J?» se presente sous une forme fractionnaire, la 
division se fait pourtant sans reste; en efl'et, T{y) etant la fonction entiere du 

1 l/^Cy) 
degre V — 2, egale ä ± —— r ""T"* P*^"*" '^* ^ — ^ Valeurs y = p,, /S,, .... 

ßy^if la difference 0^^) — y(y — vYiXijf))^ est divisible par le produit 
(y — ßj){y — /?a)....(sf — i^^i) = jB(y), et cest precisement ce quotient qui entre 
dans Teipression (66) de jK„. 
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On peut signaler une valcur de B^ qui se distiDgue par sa sin plicite, c est 
la valeur Ru(fi) que cette fonction prend pour y = 0. En effet» dans la partie 
de jRa quicontient T(y), le carre de celte fonction se trouve muItipHe par y{y — tjf. 
Par cons^quent» aux deux valeurs connues iRnCi?) • R'niji) qui se trouvent d^jli 
parnii les equations (52)'*' on ne peut joindre quune seule troisi^me vaieuriR„(0) 
qui ait cela de coromun avec elles d^etre independanfe de tous les radicaux conte- 
nus en T(y). Ces trois valeurs reunies forroent le tableau suivant : 

Ä„ (17) = if f 
(67.) { fl^ 

La valeur (68) de .Rn(0) conduit en ro^me temps ä la determination de 
la constante Sa(0)f le seul element qui reste encore inconnu dans l'expression 
(44) de Ä. 

Au Heu de iSa(O) et «$„(0) conside'rons les valeurs Q»(0) et or„(0) que q, 
et or„ prenneot pour z ^ 0. Les variables y et z s'evanouissant eusembie d'apr^s 
les equations (24), on a : 

<?» (0) == (— ly ^^- , <r„ (0) = (— ly-^ -;rr , 
et a Taide de l'e'quation (68) on conclut de lä: 

on, en substituant pour /?.- sa valeur tj-H+v ^iree des e'quations (46) : 

(69.) ,.(0) = <:=;^;:r(i-.j-). 

De plus iequation (12)'*' savoir; 

9« — -Z^ = — cr«crn-.i 
ä laquelle il faut ajoufer: 

o-_i = l 
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donne pour £ =s 0: 



((?.(0)V = -cr.(O). cr„.,(0)^ 



De I^ OD trouye par vbie de Substitution successive: 

o-,(0) = -^|^ = -(qo(0))% 









cr,(0) = ~ 



<r,(0) = - 



<T,(0) 

(e,(0) )* 

<r,(0) 
((>a(0) )* 

öfOO 



g. (0) \' 



_ /gi(0 )eo(O) \' 
~ V e,(0) >; 



cr.(0) = (-l)-r-f^ 



p„(0)p_s(0)e„_4(0) \» 



p,_i(0)ß„_3(0)e»-.(0) 






On n'a quii porter dans ces formules les valeurs de 9o(0) , 9i(0) tirees de 

i'equatioa (69) pour trouver les valeurs finales des quantites ^«(O) , crx(0) 

De cette maoiere ii vient: 



'.(») — J54)£'(»-,W' 



,7.(0) = 









0-.-F) 



cr,(0) = - 



1 1 *=v-tO""<yc »?!'')/ 



2*o/)i5 



O-ä-J 



«r,(0) = + < /I 



.('-«)('- 






^1 



('-£)(•-#) 



et gen^ralement: 
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M'-^X'-sS-) i^-^jf 

Introduisons encore dans requation (44) z et er» au lieu de y et «S» ä Taide 
des formules (20, 24), et nous aurons: 

(71.) a, = or„ (of^Vl - (1 - -^f -) z ) . 



5. 

Les resultats obtenus dans le n^ pre'cedent contiennent la Solution com- 
pletä du probleme. La valeur de cr„ est donnee par les equations (70, 71); et 
pour connaitre celle de q, on na qu a diviser Tequation (66) par (y — i^y et h in- 
trod uire z au lieu de y. De plus, en posant 

(72) 9„ = h<rU^ + hi'^' z^' + + Äl!?ic + Ar, 

Ics trois equations (67, 69) donnent les valeurs de Äj"^, Äi% Ä^"^ En cffet, on 
en tire, d^'apres la troisieme des equations (24): 

d'oü 

Comparant ccs valeurs h celles qui ont ete donnees par les forraules (67), on trouve: 

,,„, ,/^ fiH\ , 1 ^-^ 1 



96 ^ Borehardij appUc. des iransc. abiL aux fraci. cmU. 

fty*\ identique a Q«,(0)» est donue par requation (69) et Ton a: 

Dans le cas des fonctions elliptiques c. ä. d. pour 1/ = 2 ces derDicres 
equations sont süffisantes, et Ton n^a ni6me pas besoin d'introduire z au lieu dey 
dans requation (66), car dans ce cas q„ est du second degre et par consequent 
entierement determine par les trois coefficients h^^j hi\ h^^^ = ÄJ*\ Le probleme 
de determiner le developpement en fraction continue de la racinc carr^e d*une 
fonction du quatricme degr^ est donc resolu par les equations (69,70, 71, 72,73), 
et le resultat peut etre cnonce dans le theoreme suivant: 

Th^orime. „ Soit 



2»,+-..^. 



2»^.+ 



0<,;<1 

0(y) = (l_i,)(l_;5'y) 

et soit flu d^Boi par requation transcendante: 

Cefa pos^, les quantlt^s ff„ , <r„ sont donnees par les e'quations: 



Vz + e» 

Cm 
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a^(0) = + )\ ^ 2££ ^^ 212L. 






Ces resultats s^accordent entieremenl avec ceux que Jacohi a donnes sans 
d<$moDstratioo dans le tome YII, pag. 42 de ce Journal. Pour les rendre iden- 
liques on n*a qu a poser 

er, = — ^'^^iCl — r„+izj , 

d ou, d'apres la notation des fonctions elliptiqaes introduite par Jacohi: 

fj ='(sinain(i/))', 

alors les quantites o , ij^ , q^^ ^r^ ,u sont precis^ment celles que Jacohi a d^sig* 
n^es par les in^mes lettres. 

6. 

li ne reste plus qu'a reduire les fonctions Q« , cr„ ä leur plus simple ex- 
pression. 

Introduisons les quantites 

(74.) Si^ = ^' 

de Sorte que pour y=i ^)i'*> £ prend la valeur ^\ et po«ons 
(75.) Z = zF{z) , 

aWi d'apris (16, 21): 
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Fiz) = (« - l)(s-. Ä0(* - Äj) (* - **--«) 

=:(4-.l)(s_-_)(^_j_^) (^__^^^), 



et d'apr^s (34): 



F(fi) - - 0V) • 



Cela pose, les equations (70, 71) par lesquelles on determine or«, prennent la 
forme simple*): 

(7i.)V o-»-MO)//(i-^-) 



b» biH-l • . • • • Qv 1 4w < ) 



(70.)» { 

Pour le calcul de (^ divisons la formule 

(22.) v^^^g.-^, 

par 



(20.) z r= 



»— ^* 



d'oü, (f apr^s (75, 34) : 






donc en posant 






*) Pour plüB de limplicitA on s'est abftona d'6crire danf les prodniu fairanU lea indicet 
•op^riean des quantilto t^*^. Lei aignea JI fe rapportent k tontef lei Yaleon ], 2, p — 1 de riodice 

tap^rieor de forte qoe p. e. flt^ =» !> 5^' fjT"^^« 



2. BoTchardt, applic. des franse. äbÜ. aus^ firad. c<n4. 
Ton obdent: 



l^iD.) Ü\Z) — ^^ \ —(7, 7J(Ö p N /Mi) ^v-DX * 

Celle des difli^rences qui a c^liV:^ pour terme soustractif devant ^tre omise dans le 
num^raieur comnie dans le dcnominateur. On obtient'de m^me: 

En substituant ces valeurs dans les equations (63), on trouve: 

et, ä laide de ces valeurs, IVquation 

qui resulte de la combinaison de lequation (66) et de la troisieme des equatioos 
(24) se change cn: 

(«7.) 9. — 5 jz// (z — £»»+v;+ ii(,-.fs^) I • 



En introdaisant la Substitution 



(20.) 



*~y-i7' 



dans Fint^grale 



(35.) «P(y) =1 .jP^- rfy 



OD obtient: 
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(78.) Vi^(i,)=-m=f^^^'^i^^-dz, 

7^9 \, X/^3 representant un nouveau Systeme de coefficients arbitraires d^- 

termioes convenablement en fonction de Lq, Li^^.L^,^^ 

Ges transformations (20, 74, 78) introduites dans IVquation (43) et dans 
la seconde des equations ' (48) permettent de definir directement les quatitites 
j/# J/'# Si*'""'^ et les sigDes e\ e'\ .....e^*'"*^ par les e'quations transcendaDtes : 

(79.) ^i2(-QD)t=:±i2(^;)±ß(f;)± ißCgt-«;, 

(80.) (2 n + v) ß (- OD) = e'Si aL+.) + e"Si {^C^ + + e"^»« (i^) , 

ajant Heu pour toutes les valeurs possibles des coefficients X/q, A#|, •••.V-f 



Introduisons enfin au lieu de z et de Qn » or. la premiere variable x et les 
quantites r„, 5. par les relations: 

(15.) X — a| = (a2~öi)z , 



(19.) I "■■ = ^"^ - '^^ 



'»H-1 



Posons 



(81.) If-«i = (a,-fl0£i'* 

et (82.) JC =: (a; — a,) <p (a;) , 

d*oü d apres (14, 16): 

g)(x) = (x — aj)(.'c — flj) (a: ~ flj») , 

9.(a0 = (fl,-a.)'^'i^(0), 
et divisons la formule 

(17.) yx^ip^-a^rMz 

par 

(15.) X — a^ = (öj — ö|)« ^ 
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a'oü, d'apr^ (82. 75): 

clonc» en posant 

0(z) ^tant defini par lequation (76), on obtieot: 



(83.) t. 



= "T* (ol / y(g^) (x-lUv) («-I^V) 



edles des differences qui a |^ pour terme soustractif devant £lre omise dans le 
namerateur comme dans le denominateur. Oq obtient de m^e*): 

£d substituant ccs valeurs dans requatlon (77), ^ etant exprime en r. par Tune 
des relations (19), on trouve : 

(84.) r. = (a, - a,)" ,?, = J- j(x - a,) n{x - 1^) +-2g^=i^^' j . 
Un caicul analogue transforme (70)^ et (71)* dans les formules suivantes: 

(85.) s, = ^.(0)/z(i~ ,^~''' ) = *.(O)zr(p^#^0> 



.s. 



2i»-l 






£n introdoisant la subsliuitlon 

(15.) a: — o^ = (ö, — a^ z , 

dans Tintegrale (78), on obtient: 



*) On s'eft abitena d'ecrire dans les produits saiTants les indices aupörieurs des qaanlitte £y 
Lcf rigoea n ae rapportent k toolca lea valenra J, 2, v — 1 de Tiodice sopörienr. 
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(87.) i2(0 = a|;(x)= f '^'^^'^^y-'^^'^^ dx, 

Iq/Ii, /v-.2 represcntant un Iroisieme Systeme de coefficients arbitraires deter- 

mines convenablement en fonction de \^ Xiy X/y.^. 

Ces transformatjons (15, 80 , 87) introduit«s dans les equations (79, 80) 

permettent de definir directement les quantites 4^, £^', ^^T^^ ^^ 1^^ signes e\ 

e" .....«^*^*^ par les Equations transcendantes : 

(88.) ^^p(±aD)=±a|,(Q±<l!,(4;')± ±4(4r'0» 

(89.) (2»+v)-4,(±oD) = e'a|;(C«)-t«"'»i'(CH.)+.... + «<'-"'»|'(4S:;i>), 

rinfini ^fant positif ou n^gatif suivant que ai est la plus grande ou la plus petite 
des racines de requation ^ 

-X = 0. 



Les Equations (1,2,14) et (82) jusqua (89) donnent la Solution complete et 
gcfncfrale du probleme de developper en fraction continue la racine carree d*une 
fonction entiere de degre pair. Sans en restreindre aucunement la geo6ralit^ et 
Sans changer ni la valeur de la racine carree ni celle du quotient complet de la 
fraction continue, on peut simplifier les formules en ecrivant j; au lieu de j? — Oi^ 

Siy pour fixer les idees» Ton suppose que Og soit la plus petite des quan- 

tites €ii9 a^9 c^, on arrive par ce changement au ni^me resultat que Ton 

obtiendrait en posant ^1 = 0, les quantites a^y a^^ ....^a^^, etant toutes positives» 

En introduisant dans les e'quations (82) jusqu ä (89) le changement men«» 
tionne de a?^-a| en ^ et en Ecrivant en mcme temps 

öi^ Oj, Off^i au lieu de a^^^ Oi ^ a^ — Og ^ 02^ — äi ^ 

^,^' 4r" au lieu de ^-a, , il^-a, , ^'^-a,, 

«;,«: e^r'^ au lieu de e' , e" , «"^», 

on est conduit au theoreme suivant que Ton peut considerer comme le resultat 
essentiel des recherches qui forment l'objet de ce memoire: 

Thiorhme. ^ Soient Oi^ a^ a^^ydes quaniä^s posiiipes, soit 
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*p(x) = (x — «,)(* — Oi) (x — a^i) , 



^"•^21,»+... 1 



2^ I 



tit 



/(^ ddveloppement en fraction continue itarU fait dapris la miihode du 
n* 1, soit 

et soient les quantitds 4^ , 4^' , ^""'^ ^/ les signes e'„ , ^^' , ^iT"*^ difinis 

par les Squations: 

^4,(-<») = ±a|,(^)±aI,(4;)=fc i-iK^r')' 

i1n+v)^{- OD) = 4a|,(4U..) + ^r-^CC) + + eT''-r3^{ßS^) , 

ayani Ueu pour touLes les i?aleurs possibles de Igt li^ Ip^tZ cela posS, les 

fonctions r^ s^ä la d^termination desquelles se rdduit celle du quoiient com-- 
plei de la fraction continue proposde, et la fonction auxüiaire t„ sont donndes 
par les iquaiions suivantes: 

•=* f S2n+» VS»»-H» — S 2"+»/ VsSa+i' ^ §2"+»/ 

les produits IJ se rapportant aux valeurs 1,2 ....v — 1 de tindice supSrieur (i) 
des Cfuantüis ^ (indice que pour plus de simplicite' on s'est abstenu d'y ecrire) 
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et Celle des diff^.rences qui a 4^+» P^^^ terrae soustractif devant Are omise 
dans le numärateur comme dans le d^nominateur da terme gSn^ral de /«. ** 
Ainsi, Ton est parvenu ä faire dependre le developpement de 

Fa:(rp— €i|)(x — öa) (x— ö,v.,) 

en fraction continue de la mulriplication de la transcendante i|i ( — 0^)^ c 2i. cl. 
de la multiplication de Imtegrale ab^lienne : 



f l. + lix+ -^l^^x^-^ 



prise entre les limites — OD et 
Berlin , Aoüt 1853. 



3. Raabe^ über Curven. X05 



3. 

lieber die gegenseitigen Beziehungen zwischen 
irgend einer ebnen Cnrve nnd den ihr zagehöri- 
gen, einem gemeinschaftlichen Pole entspre- 
chenden Directrix- und Fusspunctenlinien. 

(Von dem Herrn Dr. Raabe^ Professor der Math, an de? Universität zu Zürich.) 



Um im Voraus Missverständnissen über die Natur der in der Ueber- 
Schrift gemeinten Linien zu begegnen, setze ich das Nöthige über die Art ihrer 
Erzeugung hier her* 

Es sei irgend eine ebene Gurve^ gegeben. In der gleichen Ebene nehme 
man einen festen Punct P an« welcher Pol heissen soll. 

L Wenn nun von den verschiedenen Peripheriepuncten der Gurve^, einer- 
seits nach dem Pole P grade Linien, anderseits nach einer zu suchenden 
Curve Normalen gezogen werden , so nenne ich die zu suchende Gurve 
Directrix zur Curve A^ sobald je zwei der eben beschriebenen in einem 
Peripheriepuncte von A zusammentreffenden Geraden einander gleich 
sind« 

II. Wenn ferner durch die verschiedenen Peripheriepuncte der Curve A 
Tangenten an dieselbe gelegt , und von dem gemeinsamen Pole P aus 
Perpendikel auf diese Tangenten gezogen werden , so nenne ich dieCurvp» 
in welcher alle diese Begegnungspuncte liegen, Fu%spunctenlinie zur 
Curpe A. 

Diese zwei aus der Gur^'e A gebildeten neuen Curven stehen unter ein- 
ander, so wie zur erstem in beachtenswerthen Beziehungen; die in den folgenden 
Blättern» mit Zuziehung singulärer Integral-Auflösungen, entwickelt werden sollen. 
Zu diesem Ende werde ich im folgenden Paragraph die geometrische Bedeutung 
einer singulären Integral-Auflösung in der Lehre der Curven angeben. Dienöthi- 
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* 

gen Gitate aus meiner Integralrechnung werde ich jedesmal durch (In No ) 

andeuten. 

1. 

Wenn die Erledigung irgend einer Frage auf eine Differentialgleichung 
zurückgeführt worden ist, so hat es keinen Zweifel, dass dann eine Integralglei- 
chung derselben auf eine anschaulichere Weise als jene den Gegenstand darstellt 
Wenn nun die Anforderungen an eine herzusf eilende» Curve durch eine Diffe« 
rentialgleichung erster Ordnung ausdrückbar sind, (und nur mit solchen werden 
wir uns in der yortiegenden Abhandlung beschäftigen)/ so wird erst die Tollstän- 
dige Integralgleichung derselben die nähere Beschaffenheit der Gurre klar zur 
Anschauung bringen« Da ferner eine solche Integralgleichung jedesmal eine 
willkuhrliche Constante, die in der Differentialgleichung nicht entlialten ist, mit 
sich ftihrti so entspricht ihr auch jede, durch Specialisirung dieser Gonslanle » die 
man als allgemeinen Parameter der Gurve ansehen kann, sich ei^ebende 
Gurre; oder, in der Sprache der Analpis: jede parliculäre Integral-Auflösupg 
stellt noch immer eine Gurve dar, welche der zum Grunde gelegten Differential- 
gleichung, als dem analytischen Ausdrucke des fraglichen Ohjects, genügt. 

Derselben Differentialgleichung erster Ordnung entspricht zuweilen auch 
eine endliche Gleichung, in der Beziehung eines Integrals, die, obgleich sie in 
Folge bestimmter Verfügungen über die allgemeine Integrationsconstante aus der 
▼ollstäodigen Integralgleichung nicht abzunehmen ist, der erwähnten Beziehung 
wegen gleichwohl eine Curve repräsentirt, Welche den Anforderungen der Frage 
Tollig nachkommt. Diese Curve nun, deren Gleichung, nach Lagrange, die sin- 
gulare IrUegral-AuflÖsung der Differehtialgleichubg erster Ordnung genannt 
wird, steht in interessanten geometrischen Beziehungen zu den Curven, deren 
Gleichungen die oben erwähnten /lar/icu/^rre/i IniegraUAuflösungen sind; zu 
deren Mittheilung wir nun sofort übergeben. 

Bekanntlich erhält man eine, hier in Rede stehende jm^u/ar^ Integral-Auf- 
lösung, wenn man in der vollständigen Integralgleichung die Integrationscon- 
stante als F'ariable, auf die Weise behandelt, dass die sich ergebende Gleichung 
(die singulaire Integral* Auflösung) noch immer in der Beziehung einer lutegral'- 
gleicfaung zu der in Rede stehenden Differentialgleichung erster Ordnung, eben 
so wie die vollständige Integralgleichung« verbleibt* 

Stellt man sich nun aus der voKstäodigen Integralgleichung y als Function 
von w (wo/ und x die allgemein übliche Bezeichnung der Goordinaten. irgend 



eines Punetessind) die allgemeine Integrationsconstanteaernftttelfvor^ aod leitet 
hierauf den Differentialquotientea von jr nach os ab, den wir durch j^, ausdröcken 
werden; stellt man sich eben so aus der singulären Integral-Auf iSsuüg y als 
Function von x samrot dem betreffenden Differentialquotienten y, abgeleitet vor; 
schliesst man die Buchstaben y und y^^ um sie von jenen vorhin erwähnten za' 
unterscheiden, in Parenthesen, d. h. setzt man, während man in der pollständigen 
Integralgleichung einfach y und y; schreibt, für die analogen Ausdruck« bei 4)er' 
singulären Integral-Auflosung (y) und (y),* so werden sowohl die Functionen 
von o?, welche y und j^,, wie die welche (y) und (y\ respective ausdrucken» 
(jedes dieser Functionetipaare für sich) die hier in Rede stehende Differential* 
gteiehong erster Ordnung identisch erfüllen. 

Giebt es. Dies vorausgesetzt, reelk Weithe von x, die y ss (y) heraus- 
stellen ; bei welcher Anaahme die Cur/e der singulären Inlegral-AuflSsung mit 
der)enigen, welche der PoUsiändtgen Integralgleichung mjt allgemeinem constan^ 
ten Parameter (Integrationsconstante) angehört, Puncte gemein hat : so wird für 
dieselben reellen Werthe von x auch y, = (y), nothweodig eintreflen. Wenn 
überdiess noch jede dieser als gleich unter einander erkannten Grössen zu den 
reellen gehört; so ergiebt sich die weitere Folgerung, dass die eben erwähnten 
zwei Arten von Curven, je in den Puncten wo sie einander begegnen, gemein^ 
sanhe 2'ang^nten haben. 

Hält man die Annahme der letztem Folgerang fest, und stellt sich aus der 
vollständigen Integralgleichung eine Reihe auf einander folgender Curven ver- 
zeichnet vor, die verschiedenen aufeinander folgenden constanten Werthen des 
allgemeinen Parameti^rs (der Integrationsconstante) eatsprechen: so wird jede 
dieserCurven mit derCurve der singulären Integral-Auflösui^, falls von den Viel- 
deutigkeiten der Functionen einstweilen abgesehen wird, einen Punct gemein ha- 
ben; und da ferner an diesem gemein5amen Puncte beide Curven jedesmal die- 
selbe Tangente haben : so zeigt sich die Curve der singulären Integral-Auflösung 
als eine iangirende sämmtlicher verschieden«n, durch die constanten Werthe des 
Parameters aus der vollständigen Integralgleichung erzeugten Curven. Diese Be- 
ziehung einer Linie zu einem Systeme von Linien, welche eine gemeinschaftliche 
Entstefaungsquelle haben, nennen die Geometer eine Einhüllung. Demnadi 
hallt die Linie der singulären Integral-Auflösung sämmdicbe Linien, die den pav- 
ticularen Integral-Auflösungen entsprechen, ein, und wird deswegen auch die 
Einhallangslinie zu diesen letztern genannt. 

Diese Benennung stützt sich aher auf die Annahme, dass sämmtliche 

14* 
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Linien, die einer Reihe auf einander folgender constanter Werihe des allgemei- 
nen Parameters einer Curve zugehoren , mit der Linie/ die einer singulären Auf- 
lösung desselben Gegenstandes zugehört, gemeinschaftliche Punctencoordtnattn 
haben. Dass diese Annahme unter allen Umständen Statt hat, ergiebt sich auf 
folgende Weise. 

Wenn die vollständige Integralgleichung einer Differentialgleichung er* 
ster Ordnung zwischen x und y auf die Form 

gebracht ist, wo a die Integrationsconstante oder der allgemeine Parameter der 
durch die Gleichung vorgestellten Curve ist, so ergiebt sich Axt singulare Inte- 
gral-Auf lösung der in Rede stehenden Differentialgleichung erster Ordnung, wenn 

man die Gleichung (a) mit ^ =. (Ir. No. 594) durch Elimination von a ver- 
bindet. Stellt man den partiellen Differentialquotienten von f{x,a), nach a, 
der Einfachheit wegen durch /(x,a) dar, d. h., setzt man die Gleichung 



(b.) ^=/'(x,o) = 0, 



so gelangt man auf die singulare IntegraUjiuf lösung , wenn nun aus den Glei- 
chungen (a und b) a eliminirt; wobei jedoch zu bemerken ist, dass das Elimina- 
tions-Ergebniss durch keinerlei constanCe Verfügung über a aus (1) zu ziehen 
möglich sei» weil es sonst nur eine particuläre Integral- Auf losung darstellen 
würde. 

Bei der Untersuchung der Linie dieser singulären Integral -Auflosung in 
Beziehung auf gemeinsame Puncte mit der durch (a) vorgestellten Linie, in wel- 
cher noch der allgemeine, aber constante Parameter vorkommt« hat maix nun das 
simultane Bestandhaben der betreffenden zwei Gleichungen in Beziehung auf x 
und y vorerst im Auge zu behalten. Statt dieser zwei Gleichungen kann man 
auch, wie aus dem eben Gesagten erhellet, die Gleichungen (a und b) unterlegen. 
Die letztere (b) giebt nothwendig x als Function von a] und wenn man dieses 
Ergebniss in (a) einführt, wird auch y als Function von a (wenn auch nur in der 
allgemeinsten Bedeutung einer Function (Ir. No. 1)) anzunehmen gestattet 
sein. Hieraus geht hervor, dass die Gleichung der 5//?^i//aren Integral-Auf losung 
und die der vollständigen Integralgleichung jedesmal zusammengehörige Werthe 
von X und jr geben , welche bestimmte Functionen von a sind. Diese zusam" 
mengehörigen Werthe von x und y deuten aber, falls sie als reell erkannt wer- 
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den, auf einen Begegnungspunct je einer der Linien der vollständigen Integral- 
gleichung (die nämlich einem bestimmten und constanten Werthe von a zuge- 
hört) mit der der singulären Integral-Auflösung hin ; daher wird die Gesammt- 
heü aller dieser Puncte der oben erwähnten JEinhällungslinie , oder der singu* 
lären Integral-Anf lösung angeboren. 



Nach diesen allgemeinen Bemerkungen über die geometrische Bedeutung 
der singulären Integral -Auflösung einer Differentialgleichung erster Ordnung 
gehe ich zum eigentlichen Gegenstande dieser Abhandlung über, und eröffne sol- 
chen mit einem Problem, mit welchem ich mich bereits in diesem Journale 
(2ter Band, Abh. 32) theilweise beschäftigte. 

Problem. Zu einer ebnen Curve ^und einem in ihrer £bene ange- 
genommenen Puncte P, Pol genannt, wird eine Linie von der Art gesucht, 
dass die Normalen, die von den verschiedenen Peripheriepuncten der Curve 
^ nach der gesuchten gezogen werden , respective den Abständen der glei- 
chen Peripheriepuncte von dem Pole P gleich sind. 

Die gesuchte Linie ist offenbar die in der Einleitung in (I) bezeichnete 
Directrjuv; die wir nun bisweilen auch« der Kürze wegen, X/Vii^D nennen werden. 
Sämmtliche geometrische Puncte^ auf welche es in diesem Problem, so wie 
in den in der Folge aufzustellenden Problemen ankommt, beziehen wir auf ein 
gemeinschaftliches rechtwinkliges Coordinatensystem. Nach diesem Coordi- 
natensystem sei a die Abscisse und ß die Ordinate des Pols P; ferner sei 4 die 
Abscisse und x; die Ordinate irgend eines Puncts der gegebenen CurpeA, so wie, 
analog, x die Abscisse und y die Ordinate irgend eines Puncts der gesuchten 
Idnie D. 

Dieses festgestellt, sei die Gleichung der Curve A folgende: 

(1.) /(4.'u) = 0; 

WO /ein beliebiges Functionszeichen der Coordinaten ^^'v ist. Zieht man durch 
irgend einen Punct ^,'v dieser Curve (einen Punct, dessen Abscisse a und dessen 
Ordinate b ist, werden wir nemlich in der Folge durch a,b bezeichnen) eine 
Normale auf die gesuchte Directrix Z), so hat man, wenn x und y die Coordi- 
naten des Puncts sind, wo die Linie D von besagter Normale getroffen wird, 
die Gleichung: 
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(2.) 4-x-4-(a;-y)y, = 0; 

wo y^f wie im vorigen Paragraph» statt ^ gesetzt worden ist. Da femer der von 

den zweiPuncten ^^vuudx.y begrenzte Tbeil dieser Normale der zweiten Wur* 
zel aus (4 — x)*H-(v — y)* gleich ist, und da diese» der Anforderung des Pro- 
blems gemäss« der Verbindungslinie des Puncts ^«'^ mit dem Pole gleich, und 
dieser durch die zweite Wurzel aus (4 — a)^ + (i^ — ß)^ gegeben ist, so hat maa 
noch die Gleichung 

(4-a)« + ('ü-./3)« = (4-x)«+(t;-.j)«, 
welche auch folgendermassen geschrieben werden kann: 

(3.) 2(a?~a)4 + 2(y-/S)v = a?» + y*-a*-/J*. 

Stellt man sich nun aus den hier aufgestellten drei Gleichungen die Vari- 
abein 4 ond 'v eliminirt vor, so gelangt man zu. einer Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen den Coordinaten irgend eines Puncts der gesuchten Direc^ 
trix. Da aber der directen Integration dieser Differentialgleichung die Unbe- 
stimmtheit der Functionyin der Gleichung (1) im Wege steht, so differentiire 
man die Gleichung (1) in der Voraussetzung» dass in derselben g und v, gemäss 
(2 und S)» durch Functionen Von x^y und y, ersets&t worden sind. Dadurch ge- 
langt man zu folgender Differentialgleichung zweiter Ordnung: 



(4.) {(r-^)^-(x-«)^} 



WO zur Vereinfachung/ statt y(|,a;) gesetzt und der zweite Differentialquotienl 
von y nach x durch y^ a'üsgedrfickt ist. 

Durch Nullsetzung des einen oder des andern der zwei Factoren dieser 
Gleichung gelangt man^ wie bekannt, einerseits auf die vollständige Integralglei- 
chung, andererseits auf die singulare Integral -Auflösung des Problems; womit 
wir uns nun einzeln in den zwei folgenden Paragraphen beschäftigen werden. 

3. 

Zur PoUständigen Integralgleichung gelangt man durch Nullsetzen des 
jT] enthaltenden Factors obiger Gleichung (4), so dass die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
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{(x-a)« + (y-/9)'}y,-2{Ca;~a)y.-(y-./8)|a + y«) = 
vollständig za integriren ist. Wird die«e Gleichung wie folgt gestellt: 

so erhalt man leicht folgende: 



deren Integralion Tolizogen» auf die Gleichung 

(5.) [(a;-a)»-(y-/3)«-2fl(a:-a)(y-/?)]y, 

fübrt ; wo a die Integrationsconstante ist 

Verbindet man diese Gleichung mit denen (1^ 2 und 3), um |,a; und y, 
zu eliminiren, so ergiebt sich die verlangte vollständige und endliche Integralglei- 
chung zwischen y und w^ die der gesuchten Directrix angehört und einen allge- 
meinen Parameter a (die eingeführte Integrationsconstante) enthält 

Um die vorgedachte Elimination auszufuhren , erwäge man dass die Glei- 
chungen (2 und 3) im vorigen Paragraph Folgendes gaben : 



|«=a + }. 



1 [(x-ay-^(»^/y]y,--2(x--a)(y^^ 



(«— «)yi — (y-/S) 



% 



(ö) . 

und da (5) die folgenden drei Gleichungen giebt : 






SO erhalt man auch : 
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(6'.) 



v 






Führt man diese Werthe von | und 'v in die Gleichung (1) der gegebe- 
nen Gurve A ein, so gelangt man zu dem Schlüsse, dass die Function 

von X und y eine von der Beschaffenheit des Functionszeichens f, so wie von 
den Constanten a,ß und a abhängige Constante sei: d. b, dass die für die D^ec- 
trix jeder Curve A gefundene vollständige Integralgleichung die Form 

(7.) (y-ß)^ + (x^ay = a6(x-a) + b(y'-ß) 

hat, wo b die so eben vorhin erwähnte Constante ist. Dieses Ergebniss giebt fol« 
gende Sätze: 

a ) Die Directrix ist eine Kreislinie. 

b) Wenn a^ und ß' respective Abscisse und Ordinate des Mittelpuncts die- 
ses Kreises sind, so ist: 

Erwägt man noch die Bedeutung von h^ so ergiebt sich durch Ycr- 
gleichung dieser Ergebnisse mit denen der Gleichungen (6^ , dass der Mit- 
telpunct des besagten Kreises jedesmal in der Peripherie der unterlegten 
Curve A liegt. 

c) Wenn ferner q der Radius des Kreises ist, so findet sich 

woraus folgt, dass dieser Radius dem Abstände des Pols von dem jedesmal 
in Anspruch genommenen Peripheriepuncte der unterlegten Curve A 
gleich ist. 

Aus den Sätzen (b und c) folgt, dass für die durch die vollständige Inte- 
gralgleichung (7) dargestellte Directrix nicht eine Linie ^ sondern eine unendr- 
liehe Anzahl von Kreislinien vorhanden sind, deren Mittelpuncte längs der 
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Peripherie der gegebeDen Gunre ^ zerstreut siod, und deren Radien, wie na- 
mentlich der Bestimmungs-Ausdruck fär q* seigt, dieselbe Yeriinderlichkeit anneh» 
men , wie die Abstände des festen Pols von denselben Peripheriepuncten sie er- 
fahren. 

Fasset man nun dieses System von Kreislinien, die sich sammdich in dem 
Pole begegnen und deren IVlittelpuncte in der Peripherie der gegebenen Gurve A 
liegen, zusammen ins Auge, so ist es leicht, die EinhüUungslmie aller dieser 
Kreise, die nun particuläre Integral-Auf losungen der vollständigen Integral-Glei- 
chung sind, als die eigentlich gesuchte Directrix zu erkennen. Es zeigt sich 
Dies unmittelbar, wenn die gegebene Gurve A ein Kreis ist, dessen Mittelpunct 
mit dem Pole zusammenfällt; wo man dann leicht einen concentrischen Kreis von 
doppeltem Halbmesser als die verlangte EinhüUungslmie, oder als die eigentliche 
Directrix erkennt. 

Nicht so leicht ist die Einhüllungslinie unter complicirtem Daten unmit- 
telbar ersichtlich. Dann tritt aber die Hülfe der Analysis hinzu » die in der Her- 
stellung der singulären Integral -Auflösung besteht, wozu wir folgenden Para« 
graph bestimmen. 

4. 

Setzt man den ersten Factor der Gleichung (4 in §. 2) gleich Null /so 
giebt die entstehende Gleichung 

(8) Or-ß)%'-U-a)%=0. 

verbunden mit der Gleichung (1) eben daselbst, durch Elimination von y, nach- 
dem man vorerst in diesen zwei Gleichungen | und "v nach den Gleichungen in 
(6) ersetzt hat, die singulare Jntegral-Au/lösung, welche nach (§.1) die gegen- 
wärtig verlangte Einhüllungslinie ist. 

Erwägt man weiter, dass die Gleichungen (6) aus denen in (2 und 9) 
eben daselbst genommen worden sind, dass aber die Gleichung (3) von y, unab- 
hängig ist; so stellt sich zur Erlangung der in Rede stehenden singulären Integral- 
Auflösung, die einfache Elimination von | und 'u aus den Gleichungen (1 und 3) 
in (§%2), so wie aus der oben aufgestellten Gleichung (8) heraus; wo dann die 
Tesulfirende, bloss x und y enthaltende Gleichung die Einhüllungslinie sämmt* 
lieber in ($. 3) gefundenen Kreislinien sein wird. Diese der Elimination zu un- 
terwerfenden Gleichungen zusammengestellt, sind folgende: 

CreUe*f Jonmal f. d. M. £d. XLVm. Hefi 2. |5 
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(9) /^^''"^^ ' ^^'^^^~di — (^-^)"-rfr"=ö» 

2(^7 — a)| + 2(y — ^)v=a?»+y— a*— /S», 

aus denen nun, wie gesagt, | und 'o zu eliminiren sind. 

Die erste dieser Gleichungen repräsentirt die unterlegte Gurire Ai a und 
ß sind die Coordinaten des festen Pols ; und die Ergebnissgleichung der Elimi- 
nation ist die Einhüllungslinie säromth'cher durch die Gleichung (7 in §• 3) 
vorgestellten Kreise, die den verschiedenen constanten Annahmen des Parameters 
a entsprechen. 

Da jeder dieser Kreise die im Problem gestellte Anforderung einer Di- 
rectrix erfüllt, und besagte Einhüllungslinie alle diese Directrixen umfasset oder 
sie urrthüllt, so habe ich diese in meiner Eingangs (§• 2) citirten früheren Arbeit 
die „ Linie der Directrixeri' genannt, werde sie aber in der vorliegenden Arbeit 
einfacher die Directrixlinie ^ oder auch die Directrix nennen. 

Wendet man das hier erlangte Ergebniss auf den Fall an, wo die gege- 
bene Linie A ein Kegelschruit ist, dessen Gleichung folgendermassen gestellt 
werden kann: 

WO also die Abscissen -Axe mit der grössern Haupt -Axe des Kegelschnitts zusam- 
menfällt und der Anfangspunct der Coordinaten in einem der Brennpuncte liegt, 
wo ferner p der sogenannte Parameter des Kegelschnitts ist und e das Excen^ 
tricitätsverhäUniss bedeutet: so gelangt man, falls der Pol mit dem Anfangs- 
puncte der Coordinaten zusammenfällt, zu folgender Gleichung der betreffenden 
Directrix: 



(«-Ä)Vr-=(Ä)'. 



die einen Kreis ausdrückt, dessen Mittelpunct im zweiten Brennpuncte liegt und 
dessen Radius der ganzen grossen Axe des Kegelschnitts gleich ist. 



5. 



Wir unterbrechen die eigentliche Untersuchung, und werden in diesem 
Paragraph nachweisen, dass die Ausgangs vorigen Paragraphs bezeichnete Eigen-» 
Schaft der Kegelschnitte als eine sie sämmtlich umfassende Begriffsbestimmung 
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(wie es bis jetzt für die Parabel gewöhnlich ist) beim elementaren Unterricht 
benutzt werden kann. 

^Eine Linie, deren sämmtliche Puncte eben so weit von einem festen Kreise 
9, wie von einem festen Puncte abstehen, ist ein Kegelschnitt^ oder durch 
,,eine allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen den orthogonalen 
„ Goordinaten x und y irgend eines ihrer Puncte darstellbar/' 

Wenn a und ß die Goordinaten des festen Puncts, a und b die Goordi- 
naten des Mittelpuncts des festen Kreises vom Radius r, und x und y die Goor- 
dinaten irgend eines Pcripheriepuncts der verlangten Linie sind, so ist, erstens, 
das Quadrat des Abstandes des festen Puncts von einem der gedachten Periphe- 
riepuncte durch den Ausdruck 

gegeben. Femer ist der andere im Begriffe enthaltene Abstand dem Radius des 
festen Kreises gleich, vermindert oder vermehrt um den Theil desselben Radius, 
der zwischen dem Mittelpunct dieses Kreises und dem vorhin erwähnten Pen- 
pheriepuncte der gesuchten Linie enthalten ist, so dass das Quadrat dieses Ab- 
gtandes durch 

ausgedruckt wird. Dieseninach ist die gesuchte Linie durch folgende Gleichung 
gegeben : 

welche mit der Gleichung 

einerlei ist. Schafft man durch successive Quadriningen die zweiten Wurzeln 
weg, so erhält man zuletzt: 

wo 

^ = (a-a)«-r' , 2? = 2(a-a)(4 -/?) , C=(*-/S)'-r, 
D = -(a-a)(a»— a»+ Ä' — /3»)-f-(a-Ha)r» , 

ist. 

15* 
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Diese so eben gefundene Gleidiung flpreiten Grades zwischen den Coor- 
dinaten a: undy ist wegen der fünf willkührlichen Grossen a^b^o^^ß und r v4MI 
der allgemeinsten Form; daher ans derselben auf die bekannte Weise aSmmt- 
liehe Kegelschnitte gefolgert werden können; was dann unsere Behauptung 
rechtfertigt* 

e. 

Die Auflosung des umgekehrten Problems der Direciria; hat keine 
Schwierigkeit. Denn, gesetzt, die Direcirixlinie sei durch die Gleichung 

gegeben, wo sc und y die Goordinaten irgend eines ihrer Puncte sind; so suche 
man durch Differentiation dieser Gleichung den DifTerentialquotientra y, und 
führe ihn in die Gleichung (2, $. 2) ein. Dies giebt : 



(— y/-^-(i— )^>-o, 



und wenn aus diesen zwei Gleichungen, wie aus (3)» nämlich aus 

2(0? — a)| + 2(y — )5)i; = a;»+y* — a*— /? , 

die beiden Goordinaten cc und y eliminirt werden , so ist das Ergebniss die Glei* 
chung der unterlegten Curve A^ mit den Goordinaten | und 'v. 

Erwägt man, dass die im Eingange unterlegte Gleichuqg 9(0:9/') == 
immer als das Eliroinations- Ergebniss von £ und 1; aus den Gleichungen (9, §. 4) 
anzusehen ist, so halten wir es, auch abgesehen von der sich ergebenden interes- 
santen Folgerung, schon an und fiir sich von Interesse, zu zeigen, wie mittels die- 
ser Gleichungen (9) (wobei jedoch von der Kenntniss der erstem abzusehen ist)« 
also mit Uoterlegung der Directrixgleichung 9(0;,^) =: 0, zur Kenntniss der un- 
terlegten Curve A^n gelangen sei; welches sich dann im folgenden Paragraph 
wieder mit Hülfe singulärer Integral -Auf losungen zeigen wird. 



7. 
Es sei, wie im vorigen Paragraph, die Directrix durch die Gleichung; 

(10.) g>(x,y) = 
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gegeben. Dann ist diese Gleichung mit der zweiten und dritten der GleichuiH 
gen (9) zu conibiniren und aus denselben die Matur der unterl^igten Curve A^ 
d. h. ihre endliche Gleichung zu suchen. 

Auch ohne die Kenntniss dieser endlichen Xrleichung, d. h. auch ohne 
Kenntniss der Function /ihrer Gleichung f^p'v) = 0, kann man sich aber die» 
selbe gleichwohl nach $ und xi diflerentiirt Torstellen, was 






giebt; wo x;^=:^ ist Yermoge dessen nimmt die zweite der Gleichungen 
(9) folgende Form an : 

(11.) (jr — /?)vi + a: — a = 0. 

Neben dieser Gleichung, (deren geometrische Bedeutung erst in folgendem Po-, 
ragraph besprochen werden4(oli)^,babeQ wie noch die dritte Gleichung (9), nämlich; 

(12.) 2(x — a)| + 2(>r — ^)'ü = x*+/-a*-/J^ 

zur Erlangung unseres Zieles zu berücksichtigen. 

Zieht man aus diesen Glefchungen (11 und 12) o? und y als Functionen von 
1,0; und 'Vy. und führt die Ergebnisse in (10) ein, so erhält man eine Differential- 
gleichung erster Ordnung, durch deren Integration sich erst zu der hier verlang- 
ten Linie gelangen lasst. Wegen der unbestimmt gelassenen. Function sp ist die 
Gleichung (10) zuerst einmal zu dif ferentiiren» und dabei x und y, wie auch J x 
und dy, nach deu Gleichungen (1 1 und 12) zu ersetzen. 

Man differentiire zu diesem Ende zuerst die Gleichungen (11 und 12). 
Dies giebt 9 da 

d^T tss^j^dl , d'Vi ssfVid^ y wo .V, =5 ^ 

]st| unmittelbar folgende Ausdrücke: 

'Vidy+dx = (/? — y)^,^! , 

f 

2(v — y)rfy + 2(| — a7)dx = — 2[x— a + ()r — ^^vjrfl, 
welche vermöge der Gleichung (11) in folgende übergehen; 

dx + ^^dy=z(ß^y)Vtdi y (or — |)dj: + (v — y}rfj «0, 
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und aus welchen weiter folgende sich ergeben : 

[^ _ y _ (I _ x) o;,] dx—{ß^ y) {ro -'y)J^, 

Differentiirt man nunmehr die Gleichung (10), und ersetzt dx und dy den eben 
aufgestellten Gleichungen gemäss, so erhält man : 

Den zweiten Factor o;, = gesetzt, giebt durch Integration 0;^ = a; wo 
a eine allgemeine Constante ist. Verbindet man dieses Ergebniss mit den Glei- 
chungen (10, 11, 12) durch Elimination von x ^y und 'Ug, so erhält man die 
vollständige Integralgleichung der gegenwärtig gesuchten Linie, die ohne Mühe 
als Gerade und deren geometrische Bedeutung Hus dem Folgenden sehr bald er-^ 
kannt wird. 

Den ersten Factor gleich Null gesetzt, nämlich die Gleichung 

giebt die singulare Integral- Auflösung, oder führt auf die Einhällungscurce 
aller den verschiedenen constanteu Werthen von a entsprechenden Graden der 
vollständigen Integralgleichung; daher ist diese Gerade in allen ihren Lagen» 
die den eben erwähnten Werthen von a entsprechen , die Tangente an die im 
vorliegenden inverseu Probleme gesuchten Curve. 

Erwägt man, dass die eben gedachte singulare Integral -Auflösung durch 
Verbindung der zuletzt aufgestellten Gleichung mit den drei Gleichungen (10, 
11, 12) mittels Elimination von a^x,a* und y gefunden wird, berücksichtiget wei- 
ter, dass 'Vi nur in der Gleichung (11) vorkommt, so dass nur noch x und^ aus 
den Gleichungen (10, 12) und der hier unmittelbar vorher aufgestellten Glei- 
chung zu eliminiren isl; vergleicht man endlich diese zuletzt angeführten drei* 
Gleichungen mit denen des vorigen Paragraphs, wo ihre vollige Identität unmit- 
telbar in die Augen fallt: so zeigt sich der Ausgangs (§• 6) ausgesprochene SatE 
als erwiesen; nämlich, die Lösung des inversen von dem in ($• 2) gesteÜteo Pro- 
bleme, als Folge der hiebe! erhaltenen Ergebnisse erzielbar. 
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Wird das hier Gefundene zusammengenommen betrachtet, so hat man 
aus folgenden drei Gleichungen : 

f 2(x — a)| + 2(/ — /?)a; = x* + y* — a' — /?, 

X und y zu eliminiren. Die erste dieser Gleichungen stallt die Directrix vor, 
and das Eliminations - Ergebniss von x und y, welches eine Gleichung zwischen 
I und 'v sein wird, stellt die Linie vor, zu welcher die Gleichung ^{x,y) = 
die Directrix ist. 

8. 

Die beiden bis jetzt betrachteten Linien , nemlich die Anfangs unterlegte 
Curve A und die ihr zugehörige Directrix, welche letztere nach der obigen 
Feststellung auch die Linie D genannt werden kann , stehen zu einander nicht 
nur in der durch die Angabe des Problems in (§. 2) festgestellten gegenseitigen 
Beziehung, sondern noch in einer nicht minder interessanten Verbindung, welche 
sich erst gegenwärtig, nachdem die Gleichung (11) gefunden ist, nachweisen lässt 

Wir haben die Coordinaten irgend eines Puncts der unterlegten Curve ^ 
durch ^ und i;, und die Coordinaten eines Puncts der Linie D durch x und y 
bezeichnet. Demnach werden wir einen Punct der erstem Linie durch £,xf und 
einen Punct der letztern durch x^y ausdrücken. Dergleichen zwei Puncte wer- 
den wir entsprechende nennen, wenn die grade Linie welche sie verbindet, zur 
Linie D in der Beziehung einer Normale steht, und wenn überdies der gegen- 
seitige Abstand der zwei Puncte dem Abstände des Pols^ oder des Puncts a,^, 
vom Puncte |,x; der unterlegten Curve A gleich ist 

Dieses vorausgesetzt, findet noch folgende, oben angedeutete Bezie- 
hung Statt : 

Wenn der Pol mit dem Puncte x,y der Directrix durch eine 
Gerade verbunden, und durch den entsprechenden Punct ^ , v der Curfc 
A an dieselbe eine Tangente gezogen wird: so schneiden sich diese zwei 
Geraden jedesmal unter einem rechten JVinkel. 

Um Dies zu zeigen, lege man durch den Punct l^^v an die Curve A eine 
Tangente. Dann ist 



120 3. Aoofttf, Übet Omen. 

die Gleichung derselben. *v^ ist = jr und ^, o;' sind die Coordinaten eines be- 
liebigen Puncts.der tangirenden Geraden. Zieht man femer durch den entspre* 
chenden Punct x^y der Linie D einen Perpendikel auf die eben gedachte Tan* 
gente, $o ist deren Gleicliung : 

oder auch 

wo t;i die obige Bedeutung hat, und x\y^ die Coordinaten jedes Puncts dieses 
Perpendikels auf die vorige Tangente sind. 

Da nun einer der Puncte dieses Perpendikels der Pol ist, von welchem 
in der ganzen gegenwärtigen Untersuchung stets die Rede war» indem die Glei- 
chung des Perpendikels bei der Annahme or' = a und y^ = ß^ welche die Coor- 
dinaten des Pols sind, vermöge der Gleichung (11) identisch erfüllt wird; und 
da durch zwei Puncte nur eine Gerade gelegt werden kann: so steht die Gerade, 
welche den Pol mit einem Puncte x^y der Directrix verbindet, auf der. durch 
den betreffenden Punct |,v an die Curve A gelegten Tangente senkcedit» 

9. 

Ehe wir zur ferneren Untersuchung übergehen , wollen wir das fSr eine 
unterlegte Curve A und die ihr zugehörige Directrix his jetzt Gefundene zusam- 
menstellen und auch noch die hiebei sich ergebenden Nebenfolgerungen an- 
zeigen. 

Wenn die unterlegte Curve A durch die Gleichung: 

(A.) /(!.«) = 0, 

und die ihr zugehörige Direcirixlinie durch die Gleichupg 

(D.) 9,(x,y)==0 

gegeben ist, uud wenn a,^ die Coordinatea des Pols sind, wo sämmtliche Coor» 
dinaten auf ein gemeinsames rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen werden: 
so entsprechen die Gleichungen dieser Linien folgenden Relationen: 
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(y — ^vi + x — a = 0, 
(B.) {(t;-y)ri + |-ar = 0, 

wo Vi = ^ aus der Gleichung (A), und yi = ^^ aus der Gleichung (D) zu neii- 

men sind. 

Diese Relationen , welche die Linie j4 als Folge der Linie D, und umge* 
kehrt, herausstellen, drucken geometrisch folgende Eigenthümlichkeiten und ge- 
genseitige Beziehungen dieser Linien aus. 

1) Zieht man vom Pole^ oder vom Puncte a^ß, nach irgend einem Puncte 
{,t; der Linie ytf eine Gerade, und dann von diesem Puncte eine Aormole 
nach der Linie D, die von derselben im Puncte Xty getroffen wird, so 
sind die zwei Verbindungslinien jedesmal einander gleich. 

2) Die gerade Linie, welche die Puncte a,ß und x^y verbindet, steht auf 
der durch den entsprechenden Punct |,i; der Curve j4 an diese gelegten 
Tangente jedesmal senkrecht. 

Hieraus folgt: 

a) Die in (2) gedachte Verbindungslinie wird von der daselbst erwähnten 
Tangente halbirt. 

b) Dieselbe Tangente schiiesst mit den beiden in (1) erwähnten gleich 
grossen Geraden gleich grosse Winkel ein. 

Wendet man den letztem Satz auf den Fall an, in welchem die Curve A 
ein Kegelschnitt ist, in dessen einem Brennpuncte der Pol sich befindet ; so ge- 
langt man, indem man die für diesen Fall in (§. 4) gefundene Directrix beachtet, 
welche eine Kreislinie ist, deren Centrum im zweiten Brennpuncte liegt und de- 
ren Radius der ganzen grossen Aie des Kegelschnitts gleich ist, zu derjenigen be- 
kannten Eigenschaft der Kegelschnitte, durch welche die Brennpuncte von den 
Physikern ihre Benennung erhalten haben. 

10. 

Die im vorigen Paragraph in (2) ausgedrückte Beziehung zwischen irgend 
einer unterlegten Curve i4, ihrer Directrix D und dem betreffenden Pole P, 
giebt ein einfaches Verfahren an die Hand, um die betreffende Fusspunctenlinie 
zur Curve j4 mit Hülfe ihrer Directrix zu construiren\ desgleichen um ihre 

Grellst Joarnil f. d. M. Bd. XLVIII. Heft 2 |ß 
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Gleichung aus der der Directrix zu finden. Wenn man nämlich an die Curve 
A säronitliche Tangenten, und dann von einem festen Puncte, ebenfalls Polge^ 
nannt, Perpendikel auf diese Tangenten zieht: so heisst, wie schon oben festge* 
stellt ist, die Linie in welcher sämmth'che Fusspuncte dieser Perpendikel (die 
Schnittpuncte je einer Tangente mit dem ihr zugehörigen Perpendikel) zu h'egen 
kommen, die Fusspunctenlinie zur Curve A. Nach dieser Erklärung kann man, 
wenn der Pol der nemliche wie bei Aev Directrix ist« sofort mit Hülfe AeiDireC' 
trix die Fusspunctenlinie construiren. Man ziehe nemlich vom Pole aus belie- 
bige Strahlen oder Radien nach der DirectrixUnie ^ so bilden die Halbirungs- 
puncie dieser Radien die Fusspunctenlinie zur Curve A. 

Bezeichnet man ferner die Coordinaten irgend eines Puncts dieser Fuss^ 
puncfenlinie f die wir auch der Kurze wegen Linie F nennen werden, durch 
xf und y* « so erhält man, wenn der betreffende Punct in der Directrix die Cooi^ 
dinaten x und y hat» die Gleichungen 

(14.) x' = l(*+«) » y'-=i(y+ß), 

woraus auch 

(15.) x = 2:r'-.a , y = 2y'-/? 

folgt. Demnach ergiebt sich, wenn, wie im vorigen Paragraph, die Gleichung 
der Directrix durch 9(0?,^) = dargestellt wird, folgende Gleichung: 

(16.) g)(2x'- a , 2y'- /?) = , 

als Repräsentant der Fusspunctenlinie, und in welcher das Functionszeichen «p 
die gleiche Bedeutung Mrie bei der Directrix hat 

So z. B. wurde Ausgangs (§. 4) fiir den allgemeinen Kegelschnitt mit 
der Gleichung: 

(vro der Anfangspunct der Coordinaten in einem Brennpuncte angenommen ist) 
für die Directrixlinie die Gleichung 

gefunden, wenn der Po/, in demselben Brennpuncte angenommen« der Anfangs» 
punct der Coordinaten ist, d« h. wenn man a = /3 = setzt. Diesemnach geht 
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■ 
die Gleichung (16), oder der Repräsentant der Fusspunctenlinie de$ Kegel- 
schnitts mit demselben Pole, in 

(^-Ä)'-*-r- = (Ä)* 

Über; welche Gleichung abermals einen Kreis ausdrückt, dessen Mittelpunct mit 
dem des Kegelschnitts zusammeniallt und dessen Radius der halben grossen 
Axe desselben gleich ist. 

Ist der Kegelschnitt eine Parabel, so stelle man die letztere Gleichung 
folgendermassen auf: 

Da nun bei der Parabel das Excentricitätsverhältniss ^ = 1 ist, so ergiebt sidi 
für die Gleichung der Fusspunctenlinie : 



^S ... 1 -- 

X = — ,;> , 



d. h. die tangirende Gerade am Scheitel der Parabel ist die Fusspunctenlinie, 
wenn der Pol im Brennpuncte der Parabel liegt. 



11. 

Nach dem vorigen Paragraph lässt sich, wenn zu einer gegebenen Gurve 
A die Gleichung der Directrix gegeben ist, aus dieser sofort die Gleichung der 
betreffenden Fusspunctenlinie finden, insofern der Pol unverändert bleibt. Er- 
wägt man nun die Art wie der Üebergang bewirkt wird, namentlich die Glei- 
chungen (15), so lässt sich aus den in (§. 9) aufgestellten Gleichungen ein System 
neuer Gleichungen ableiten , die aus der vorgelegten Curve A direct zur Fuss- 
punctenlinie und umgekehrt fuhren. 

Die unterlegte Curve A habe, wie überall angenommen ward, die Glei- 
chung 

(A.) /(I.v) = . 

Setzt man die Gleichung der Fusspunctenlinie dieserCurve von folgender Form: 

(F.) 9'(*'. yO = , 

wo x' und y' die Coordinaten irgend eines Puncts der Fusspunctenlinie sind 

16* 
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und 9' ein der Natur der Linie entsprechendes Functionszeicben ist: so genügen 
diese zwei Gleichungen, beachtend die Gleichungen (B) und die Gleichungen in 
(15), folgenden Relationen : 

(C.) ^(2y^y — ß)y\ + 2a?'— I — a = , 
(x'-|)(x'-a) + (y'-i,)(y'-/?) = 0; 

WO V| = jv aus der Gleichung (A), und y\ = -td ^u' d^r Gleichung (F) zu neh- 
men ist. Die Grossen a und ß sind, eben wie in den Gleichungen (B), die Coor- 
dinaten des Pols. 

Ueber die geometrische Bedeutung dieser Relationen (C) bemerken vrir, 
dass die erste und dritte nur die Natur des Verhaltens der Fusspunctenlinie zur 
unterlegten Curve A aussagen. In der That drückt die Relation 

/~t; = (a;'-§)i;j 

aus, dass eine nach der unterlegten Curve A im Puncte |,v gezogene Taugente 
auch die Fusspunctenlinie im Puncte x\ y* trifft Femer zeigt die Relation 

(y'_/S)t; + a?'— a=0, 

dass die Gerade, welche den Pol mit dem vorhin erwähnten Puncte x\y* ver- 
bindet, auf der eben daselbst erwähnten Tangente senkrecht steht. Da nun 
diese letztere Relation mit der erstem in (C) einerlei ist, und das Eliminations- 
Ergebniss von v^ aus den beiden eben aufgestellten Relationen genau die dritte 
der Gleichungen in (C) giebt, so ist die Behauptung, betreffend die geometrische 
Bedeutung der ersten und dritten der Gleichungen in (C), gerechtfertiget, und es 
kommt nur noch auf die geometrische Erklärung der zweiten Gleichung (C) an. 
Sie ergiebt sich wie folgt. 

Stellt man die besagte dritte Gleichung folgendermaassen auf: 

(/- J(v+^))/, + a;J(4 + a) = , 
und setzt die Gleichungen 

(17.) 4' = U4-+-a) , v'^\{v + ß), 

so nimmt die zweite Gleichung in (C) folgende Form an; 



3. Raabe^ über Ourven. 125 

aus welcher unmittelbar folgt, dass die nach der Fusspunctenlinie im Puncte x,y 
gezogene Normale auch noch durch einen Punct geht, dessen Abscisse gleich 4' 
und dessen Ordinate gleich *v^ ist Nach den Bestimmungsgleichuugen (17) die- 
ser Coordinaten stellt 4'> '^^ den Mittelpunct der rom Pole nach dem Puncte £,v 
der Curve ^ gezogenen Geraden vor. Daher ergiebt sich folgende beachtens* 
werthe Beziehung zwischen der unterlegten Curve j4 und den ihr zugehörigen 
Fusspunctenlinien. 

fVenn ipon dem Pole nach dem Puncte ^^^v der Curve A eine gemde 
Linie, und durch den entsprechenden Punct a•^ y' ^^ Fusspuncten- 
linie eine Normale auf dieselbe gezogen wird, so halbirt dieselbe jene 
ierhindende Gerade. Und umgekehrt: der Halbirungspunct besagter 
i?erbindendcn Geraden, mit dem entsprechenden Purwte x\ y ' vereinigt^ 
bildet eine Gerade, die für den gleichen Punct eine Normale auf die 
Fusspunctenlinie ist. 

Die beiden Puncte ^,v und a:*, y* werden entsprechend genannt, wenn 
durch erstem die Tangente an die Curve A gelegt ist, welche die von dem auf 
dieselbe vom Pole aus gezogenen Perpendikel in letzterem Puncte, d. h. in x^y' 
getroffen wird. 

12. 

r 

Fasset man nach dem Vorausgeschickten die einer unterlegten Curve A, 
und die einem Pole entsprechende Directrix, so wie die Fusspunctenlinien, 
zusammen ins Auge, so ergiebt sich, dass diese Linien, ausser den Eigenthüm- 
lichkeiten, welche schon durch die Eingangs dieser Abhandlung festgestellten Er- 
klärungen ausgedrückt worden, noch folgende andere, durch die vorigen Unter«' 
suchungen gefundene gegenseitige Beziehungen haben. Nemlich 

a) Zieht man von dem Pole a,ß nach einem Peripheriepuncte x\'y' der 
Fusspunctenlinie eine Gerade; so erhält man, wenn man dieselbe in glei- 
cher Richtung und Grösse verlängert, einen Peripheriepunct x^y der 
Directrixlinie, Und umgekehrt: verbindet man den Pol a,ß mit dem 
Vuncte x,y der Directrix/inie] so erhält man, wenn man die verbindende 
Gejrade halbirt, den entsprechenden Punct x\ y* der Fusspunctenlinie. 
b) Zieht man durch den Halbirungspunct x\y* der die Puncte a^ß und x,y 
verbindenden Geraden auf diese Gerade einen Perpendikel, so trifft der- 
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selbe, verlängert, die uoterlegte Curve^ im Puncte 4»^^; und zwar in der 
Stellung einer Tangente. 

c) Wird der Berübrungspunct ^,\t mit dem in (a) gedachten Puncte x^y 
der Directrixt durch eine Gerade verbunden , so hat diese Gerade die 
Stellung einer Normale zur Directrix an dem gleichen Puncte x^y. 

d) Verbindet man den Pol a^ß mit dem in (b) erwähnten Berübrungspunct 
i,,7j der unterlegten Curve j4 durch eine Gerade, halbirt dieselbe und be- 
zeichnet den Halbirungspunct durch £f, 'u, wo 4' und o;^ durch die Glei« 
chungen(17) gegeben sind, so steht die den Punct i/,^)' mit dem Puncte 
x\ y* der Fusspunctenlinie verbindende Gerade in der Beziehung einer 
Normale zu eben dieser Fusspunclenlinie. 

Stellt man sich nun den Pol, oder den Punct a,/8, als einen der so eben 
gedachten übrigen vier Puncte ^p'v j x,y j x\y* ^ ^^'v' verzeichnet vor, so sind 
die drei übrigen , den obigen Beziehungen zufolge, von selbst gegeben. Daher 
können die vier Puncte als zusammengehörte oder einander entsprechende an- 
gesehen und auch so benannt werden. 

Diese so verzeichneten fünf Puncte (von welchen die drei a,ßyx\y\ x,y 
in einer Geraden liegen, eben wie die drei a^ß ^£f,v* ^ £„v) bilden, wenn man 
noch die Puncte o^^y* und £f, v* durch eine Gerade (die Normale auf die Fass-- 
punctenlinie\ und die Puncte x^y und l.v ebenfalls durch eine Gerade (die 
Normale auf die Directrix) verbindet, zwei ähnliche Dreiecke] woraus nun wei- 
ter Nachstehendes folgt: 

e) Die Normalen auf die FusspuncterUirue und auf die Directrix, welche 
durch die einander entsprechenden Puncte ^,y' und x^y dieser Curven 
gehen, sind mit ein^Lüder paralleL Mithin sind auch die betreffenden Tan- 
genten, die durch die gleichen Puncte an die respectiven Linien gezogen 
werden, mit einander paralleL 

f) Da der Punct ^,i; zum Pole a^ß und zu dem Puncte x\y^ der Fuss- 
punctnräinie F dieselbe Stellung einnimmt, wie der Punct ^,1; zu dem- 
selben Pole und dem Puncte x^y der Directrixlinie D: so gehurt der 
zuerst genannte Punct ^^ v^ einer Curve A^ an , welche der unterlegten 
Curve j4 analog ist und zu welcher die bisher besprochene Fusspuncten- 
linie F in der Beziehung einer Directrixlinie steht. 

Die Gleichung dieser neu eingeführten Curve ^^ findet sich aus der Glei- 
chung der Curve A, wenn man in der letzten ^ und v^ statt | und t;, den Glei- 
chungen (17) gemäss, nemlich: 
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(18.) | = ?r-a , v = 2v'-/J 

setzt. Die Gleichung dieser Cnrve A^ ist also 

(19.) /C2|'-a,2«'-/8) = 0; 

WO nun die Direcirix dieser Curve (für denselben Pol a,^ die Fusspuncten- 
lirue der Curve A ist und zufolge (16) folgende Gleichung hat: 

(20.) 9(2x' — /2,2y' — /S) = . 



13. 

Diese Untersuchungen fähren uns für einen festgestellten Pol und eine 
unterlegte Curve A zn{ zwei Systeme von Curven, deren jedes ein eigenes Bil- 
dungsgesetz hat, und bei welchem die Curven des einen Systems zu denen des 
andern in den abwechselnden Beziehungen von Directrix^ und Fusspuncten- 
Unien stehen ; wie solches hier übersichtlich noch einmal zusammengefasst wer- 
den soll. 

). Für ein beliebig angenommenes orthogonales Goordinatensystem werde 
einPunct Pol genannt, der durch die Coordinaten d und ß^ beziehungsweise Ab- 
sdsse und Ordinate» bestimmt ist. Eben so sei in diesem Goordinatensystem eine 
Curve A durch die Gleichung : 

(A.) /(|.i;) = 

• 

gegeben, wo | und v beziehungsweise Abscisse und Ordinate irgend eines Puncts 
derselben sind, und /ein gegebenes, die Natur der Curve ausdruckendes Func- 
tionszeichen ist 

Diese Curve bilde nun das Anfangsglied eines der oben gedachten Zivei 
Systeme, und die Curve der übrigen Glieder dieses Systems werde beziehlich 
durch die Gleichungen 

vorgestellt. Dann haben die Functionen, welche die Beschaffenheit dieser Linien- 
andeuten, zufolge der Gleichung (19), folgendes gegenseitiges Bildungsgesetz: 
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Wird hier für k ein Strich gesetzt, so giebt diese allgemeiae Gleichung: 

/'(I.t;)=/(2|-a.2t,-/?); 
und wenn für k zwei Striche gesetzt werden : 

/"(l t;)=/(2j-a,2«~/9). 
Da nun, nach der vorhergehenden Gleichung, 

/'(2|-a,2t;-/3)=/(4|-3a,4t,~3^ 
ist, so erhält man : 

Allgemein ergiebt sich auf diese Weise : 

WO die Gleichung 

(A<*>0 /{2*|-(2*-l)a,2*t»~(2»-l)/?> = 

das ücte Gh'ed in dem einen Systeme von Curven ausmacht, dessen Anfangsglied 
die Curve A ist, welche hier beständig als die unterlegte Gurve A auftrat, und 
deren Gleichung die in (A) ist. 

Die Curven welche diese Gleichung, bei den successiven Annahmen 

Är=l,Är = 2,Ä = 3, vorstellt, nennen wir, in derselben Ordnung, A% 

A^\ A'*\ und die Gesamnilhelt aller dieser Curven das aus der unterlegten 

Curve A successive gebildete Cunensystem. 

Tl. Wenn zur Cur\e 4, nach (Nr. 4, Gl. 9), die betreffende Directrix 
hergestellt und (wie bis jetzt immer, deren Gleichung auf dasselbe Coordinaten- 
System bezogen) durch 

vorgestellt wird, wo x und y die Coordinaten irgend eines Puncts derselben sind, 
und das Functionszeichen g) die Art der gegenseitigen Verbindung dieser Coordi- 
naten andeutet, so stellt sie das Anfaugsgiied des zcveiten Systems von Cur- 



ven vor 



Bildet man, nach (§. 10, Gl. 16), aus der Gleichung (D) folgende: 
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g)(2a?-a, 27-^ = 0, 

wo das Functionszeicben 9 dasselbe wie unmittelbar vorhin ist, so stellt die 
dieser Gleichung entsprechende Linie, nach der eben citirten No., die Fuss^ 
puncierdinie zur unterlegten Curve A in (I) vor. Dann stellt auch dieselbe 
Gleichung, nach dem Satze (f, §. 12) , die Directrix zur Curve A' dar, die nach 
dem Obigen aus der Gleichung (A^^) hervorgeht, wenn Ar = 1 gesetzt wird. 

Leitet mau aus der zuletzt aufgeslelllen Gleichung eine neue auf gleiche 
Weise ab, wie sie aus (D) abgeleitet wurde, so erhält man: 

g)(4x — 3a , 4/ — 3/8) = ; 

und diese Gleichung stellt, erstens^ die Fusspunctenlinie zur Curve A* und» 
Z0peüens, die Directrixlimc zur Curve -4" dar. 

Leitet man aus dieser auf dieselbe Weise eine neue Gleichung ab, und 
ßhrt so ins Unbestimmte fort, so gelangt man zu einer Gleichung von folgender 
allgemeinen Form: 

(D«*>,) g)[2*x-(2*~l)a,2»r-(2*-l)i8] = 0; 

und diese Gleichung stellt sowohl die Fusspunctenlinie zur Curve A^^, als die 
Directrixlinie zur Curve A^^ vor. 

Setzt man für k nach und nach 1, 2, 3, so erhält man das System 

von Linien, welche nach der Reihe die Direcirisen zu den Curven A*^ A*\ Af^^.. 
lind, und in gleicher Ordnung auch die Fusspuncteniinien zu den Curven A^^ 
A^^ A^'\^. Diese aus (D^*') entspringenden Gleichungen stellen das zweite Sy* 
Stern von Curven dar, deren Eingangs dieses Paragraphs gedacht wurde, und bei 
welchen das Änfangsglied die durch die Gleichung (D) vorgestellte Directrix zur 
Curve A ist. 

Zürich » im Februar 1852. 
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4. 

WerthuDg der Factorielle 

_ m(m'^l)(m — 2)(m — H) (nj — Ar-f-1) 

~ 1 . 2 ! 5 '. 4 * ' 

beim nnendlichen Zunehmen der reellen, ganzen 
und positiven Zahl ky wenn m irgend eine reelle 

oder imaginäre Zahl ist 

(Von d^m Herrn Dr. Baabe^ Professor der Math, an der UniversiUit su Zürich.) 



1. 

J^er einfachste Fall, wenn nemlich clie SKahlengrosse m teeü nnd po%iüv 
ist 9 hat gar keine Schwierigkeiten , so lange m noch eine ganze Zahl ist. Daher 
fangen w mit dem '.etwas corpplicirteren Falle ap» wenn die reelle und posäwe 
Zahl m nicht eine ganze Zahl ist. 

lat n die ganze Zahl, zunächst an m» und kleiner sJs iDi d. b. setzt, man 
m =:. n-t- «» wo oi innerhalb und 1 liegt und'.reell und positiv ist^ so kann die 

Factorielle ^^ ) auch folgetidennassen ausgedrückt werden: 

(•i\ ___^ m(m — l)(m — 2) (« — » n) (m — n«*lX^""<» — 2) (jn^^-f,!) 
k/ — 1.2 . 3 (ii-l)' n ^+1) k > 

oder, mit Beachtung des Zusammenhanges zwischen m, n und a, auch folgen- 
dermaassen t 

/m\ _ 4.^, a(a -». l)(a + 2). . . .. (a-i-n).(l - tt)(a — a)(3- g) (k^n^l^g) 

V*/~^~*^ 1 . 2 . 3 . 4.5 * * 

oder endlich auch, wenn man 
setzt , wie folgt : 
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V*; — V- a; -12 . 3,4. 5 ."ITIJ 

einer bekannten Eigenschaft der Function Gamma gemäss, ist 

(a.) r(r + a) = a(a4-l)(a + 2) (a + r— l)r(a), 

wo r eine ganze, reelle und positive ZabI ist nnda irgend eine Zablengrosse be- 
deutet Ferner ist: 

(b.) IXI) = 1, und r<r+ 1) a= l.a,3.4.;...r , 

wo r die eben erwähnte Bedeutung hat. Dieses vorausgesetzt, hat man auch fol- 
gende Bestimmungsgleichung für f ^1 : 

die, wenn man den Zusammenhang zwischen a und ß, so wie den zwischen m, n 
und flt beachtet, aruch wie folgt au^gedriickt werden kanm : 



0= 



(- i)*-*-^r(i + «i) r(t-w ) 
r(a)r(i-a) *r(*+i)* 



Dieselbe FuDction Gamma giebt ferner für jedes reelle a zwischen 
und 1 folgende Gleichheit: 

(c) r(a)rCi-a):i "" 



daher hat man auch : 

wo n + a = m gesetzt ist. 

Aus diesem Ausdruck (1) lässt sich der Werth von f^ ) beim unendli- 
chen Zufiehmen vo^ k entnehmen, W^nn^m irgend eine endliche, reelle und po* 
sitive Zahlengrösse ist. Aus den Schriften von Laplace^ so wie auch aus einer 
Abhandlung im 28. Bande dieses Journals, sind folgende Grenzgleichungen (wo 
das Grenzzcichen Lim. auf das unendliche Zunehmen von ^ Bezug hat) bekannt: 

17» 



\ 



1S2 4, Baabe, «r l%eona dn FaeimeUm. 

Lim. r(k + 1) = Ä*|/(2Äw).e-*, 

Lim. r (Jfc - m) = (Ä — m - 1)*^^* V[2 (A' - m - l)'x].e 



daher erhält man : 



m-^lyjt 



Mit Hülfe dieses Ergebnisses folgt aus der obigen Gleichung (1) die 
Greozbestimmatig 

(I.) Lira. (") = . 

die für alle reelle und positive Werthe von m gilt. 

2. 

Weon m noch r^^//, aber negativ \sX, ergiebt sich die Grenzbestimmung 
der obigen Factorielle wie folgt. 
Es ist nemlicb : 

/— «X _ -^m(— m — l)(— <i-2 )(— m — 3) (^m-t-4-1) 

\k )— \ . 2 . S ; 4 ..* > 



oder auch: 



/-«\ _ ._ j 4 in(«- hl)(«- 4-2)(«-»-3) (w -I- * --I) . 



2.3. 4 * 

welches Resultat, mit Beachtung der Uülfssätse (a und b), in folgendes übergeht: 

^^•^ Vi/ — r(iii) r(*+i) ' 

wo m jede reelle positive Zahl sein kann, und k eine beh'ebige ganze und positive 
Zahl ist. 

Lässt man nun k beständig wachsen , so hat man, mit Zuziehung der 
Hulfsgleichungen (d): 
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oder auch 

Lim. ("/) = d=j^^Um.f^\ 

Also ergeben sich, je nachdem m grosser, gleich, oder kleiner ist» als die reelle 
positive Einheit, folgende drei Grenzbestimmungen : 



Lim, ^ j^ ^ = db OD , (m > 1) ^ 
(IL) ^Lim.("Y*)r=±l , (m = l), 

Lim. ("*•)= , (m<l)- 



3. 

Interessanter ist die Untersuchung der Fälle, wenn m eine comptexe 
Zahl von der Form p+ yi ist, in welcher i die imaginäre Einheit y— 1 bedeu- 
tet, p und q aber reelle Zahlengrössen sind; d. h. wo 

\k) — \k)— 1 2 3 * 

ist. 

Zunächst ziehen wir den Fall in Betracht, wenn die reelle Zahl /?, den 
KuUwerth mitbegriffen, nur positive l^^erlhe hat. Unter dieser Annahme setze 
man p=:n + a, wo (X jeden positiven reellen Zahlenwerth <!, Null mitbe- 
griffen, und n eine ganze^ positive Zahl bedeutet» die auch Null sein kann. Dann 
hat man : 

. k )—. 1 . 2 . 3 * » 

oder auch : 

* j = r^tTT7(^"*"y')(^"*'*"*"9'0 (a + n + yi) 

wo, in dem analogen Falle in {§. 1), a -4- /? == 1 gesetzt ist. Nimmt man noch 
die Hnifsgleichung (a) hinzu, so erhält man auch: 
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g-t-l + yprC* — y 







wo» wie schon erwähnt, 

gesettt ist 

Zur weiteren Reductioa des letztem Ergebnisses nehme ich noch fol- 
gende Gleichung za Hülfe': 

wo a und & reelle Zahlenwerthe sind, uad wo überdies et oder a eine angebbire 
positive Zahl, c aber irgend. eine poulive und angebbare reelle Zahl ist. 

Diese Gleichung zu Grunde gelegt, erhält man, wenn c ^ 1 gesetzt wird : 

Vi/ rOc + 1) /-a«*'^^*rfi. /"»»-»-f «-»Ä * 

1* • 

wo Dotbwendig k>-p ist. 

Um die producte der hier vorkompiendea bestimmtenjntegrale auf ihre 
einfachsten Formen zu bringen, nehme ich einen im ersten Bande der hMiltfaei- 
lungen der Nalurforscbenden Gesellschaft zu Zürich " in Nr. 16. daselbst roilge* 
theitten'Satz zu Hülfe, der durch folgende Gleichung ausgedrückt wird:- 

vo tp(^) ""<^ 7'(^) belii^tge Functionen Ton-üfc sind, die lonerhalb der Integrfr- 
tionsgrenzen und a der allerersten Anforderung bestimmter Integrale enlspro-^ 
chcD, nämlich, dass x^B. (p{x)da: für jeden Werlb von ^ = Ü bis x =s.m her 
ständig unendlich klein wird, yitxm.dx den Uebei^ang des einen Werthsvon ao 
zu seinem nächstfolgenden ausdrückt. ' 

Mit Hülfe dieser Gleichung gelangt man, die Gleichung («), so wie die An- 
nahme a + ^ ^ 1 beachtend, auf folgendes Endresultat: 

/-■•-^>y*-^-'-''. 
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Diese, schon an sich bemerkenswerthe Gleichung, in welcher n und 
p, so wie a und ß^ durch die Gleichungen (3.) zusammenhangen» und wo 

k^pistp führt sehr leicht zu der Grenzbestimmung der Factorielle f k J^ 

wenn k ohne Ende zunimmt. Während nemlich das im Nenner vorkommende 
bestimmte Integral nur einen endlichen Werth haben kann, sieht man, dass der 
Werth des bestimmten Integrals im Zahler, wegen des in demselben vorkommen- 
den Neuners (1 + (fY^K beim unendlichen Zunehmen von k, ohne Ende der 
Null sich nähert ; folglich erhält man die Grenzbestimmung 

(IIL) Lim. (''■J«') = 0; 

WO das Grenzzeichen auf das unendliche Zunehmen von k sich bezieht, und wo 
q eine beliebige reelle Zahl, p aber nur eine reelle posäit^e Zahl ist, Null mit- 
begriflen. 

4. 

Wir gehen endlich zur letzten, noch möglicheu Annähme über, nemlich, 
dass in dem vorigen Paragraph die l^hlengrosse p reell und negattp ist Für 
diese Annahme ergiebt sich unmittelbar: 

V*/""\ * } — v-^) —i ^ S." k ' 

was, mit Zuziehung der Function Gamma, wie leicht zu sehen, mit 



V k } — \^) r{k^ 1) r(p -- to 



identisch ist. 

Ist nun a irgend eine angebbare positive und reelle Zahl, und multiplicirt 
man Zähler und Nenner des letzten Bruches mit J^(a + gi), erseta^t dann die- 
sen Ausdruck sowohl, wie die Functionen r(Jc+p — qi) y J^(/> — ^^i), mittels 
der Hülfsgieichung (e), in derselben c s= 1 angenommen, so erhält man: 

Hieraus ergiebt sichi mit Zuziehung des Hiilfssatzes in (f.), der Ausdruck 
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UDd daraus endlich , mit Zuziehung des Hülfssatzes in (a), die Gleichung 
(5.) 






y )*4fH-a 'y 





Diese Gleichung, welche einen bemerLenswerthen Zusammenhang vwv 
sehen zwei bestimmten Integralen darstellt, bietet auch die Mittel dar, den Grenzt^ 

werth von ^ A ) ^^'"^ unendlichen Zunehmen von k zu beurtheilen, wenn 

p um eine unendliche Grösse kleiner als die Einheit ist. Bei dieser Beschaffen- 
heit von h nähert sich nämlich das bestimmte Integral im Zähler des Bruchs 
ohne Ende der Mull, während das bestimmte Integral im Nenner desselben Bruchs 

einen endlichen Werth hat. Femer hat der Factor \ ^ ) desselben Bracht 

nach den Zusammenstellungen in (IL), den Werlh =k 1, oder 0, je nachdem 
/> + « = ! oder < 1 ist: folglich ist, wie behauptet ivmrde: 

(lY.) Lim.('"'';^«*)=:0 , {p<l). 

Ist Attp = 1, oder>l, so ist nach (II.) der Werlh der Factorielle ("* 4" ) 

gleich =t OD. Es nimmt in Folge Dessen der Werth von ("~^ ^j die unbestimmte 

Form co.O an, welche durch das bis jetzt bekannte Verfahren nicht so leicht zu 
heben sein dürfte , und worauf ich auch gegenwärtig verzichte. 

Zürich, Ende October 1853. 
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5. 

lieber Producte und Potenzen bestimmter 
einfacber Integral -Ausdrücke, durcb mehrfacbe 

dargestellt. 

(Von Herrn Dr. Aiofia, Prof. an der UniversiUt za Zärich.) 



(Auf den MittheilangM der nitarfonehniden Gewllfcheft in ZQrich.) 

I. 

Jedes bestimmte einfacbe Integral /^ q){x)dxkann folgendermaassen aus« 
gedrückt werden: 

(p(x)dx = CO ^ ^(a+poo) 9 



wo Cm) unendlich klein werdend» b = a+nca ist und das Summenzeichen sich 
nur auf die ganzen und positiven Werthe von p^ die Grenzwerthe mit einbegrif* 
fen, bezieht. Die Function q)(x) muss jedoch von der Art sein, dass irgend ein 
Glied der angedeuteten Summe eine unendh'ch kleinwerdende Grösse ist. 

Entsprechen nun zwei Functionen von x, wie g>(x) und g)'(a:), der zuletzt 
gedachten Anforderung, so gelangt man durch Multiplication auf folgende Glei- 
chung: 

(1.) y Kfxdx.J (pXx)dx =:J J [^Xi , x^dx^dxi. 



a *, 



WO [X|, Xg] eine durch die Gleichung 

(!'.) [xi , o: J = cp (x,) g)'(x,) + y {x^ 9' (o:,) 

dargestellte symmetrische Function der Variabein x^ und x, ist. Wird ferner 
das Product 

/ tp{x)dxj ^'{x)dx.J (p"(x)dx 

a u ^ 

Crelle'0 Joarnal f. d. M. Bd. XLVIII. Heft 2. 18 
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durch P3 vorgestellt, so gelangt roani mit Zuziehung des Ergebnisses in (1 ), zu 

r*h y*i /*h 

(2.) P^^ß J J [x,, Xa, x^dx^dx^dx^ ; 

WO die symmetrische Function [xi, 072^X3] der Variabein X19X3, x, durch die 
Gleichung 

(2'.) [a:i,arj,j:3] = [a?i,a?j9''(X8) + [a?i,a?3]9^(x3) + [x3,aßj9''(a?i) 

gegeben ist. 

Stellt man allgemein das Product von n derartigen bestimmten Integral- 
ausdrücken durch P» vor» d. h. setzt mau 

(I.) Pn —] ^{x)dx.f tf\x)dx....f ^^""^^^x^dx , 



a 



so findet sich 

r-h pk pk •»* 

(IL) P^zsJ J J J [xi,XitXii...x^dx,...dx9dit^iti\ 

WO der Ausdruck [xi^Xa^Xs^ x„] eine symmetrische Function der Yariabeln 

0719 0:2 9^89 "^n i^t, die durch die Gleichung: 

(lU.) [ori9o;a,078,...oÄj ex [o:|9o:a>-..*<o?,^i]q)^""*^(orO 

-f- [0:190:29 ^»-^»^JsP^'^^^C^i.-i) 



+ CX„X3,X49 XJ9)<»-*>(X2) 

+ [X„X39X,9 X„]9<*^>(X5) 

gegeben wird, und wobei die Functionen 

(IV.) cp(a.),9'(x),<(a;) 9,«-'>(*) 

der im Eingange erwähnten Anforderung nachkommen. 

2. 

Werden die in (IV) zusammengestellten Functionen untereinander gleich, 
und zwar gleich 9(0?) gesetzt« so giebt die Gleichung (!') folgende: 
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die jGleichung (20 folgende : 

und jie allgemeine Gleichung (III) folgende : 

[^ij^^^ov*.-*«] = 1.2.8 n9(xjg)(ar2)9(x3) SPC*«)- 

Dies vorausgesetzt, geben die Gleichungen (I) und (II) folgenden Ausdruck: 

(vo(y y(x) #/x) = 1.2.3 /tyy y —-y 9(iri)y(xO...'p(^J^^n-^'^'«''^j^ 

von welchem in der folgenden Nummer, für n =s 2, ein Paar Anwendungen ge- 
macht werden sollen. 



3. 

Aus dem allgemeinen Ergebnisse in (Y) ergiebt sich unmittelbar die 
Gleichung 

\J v(jx)dx) —2fjtf{x)^(y)dydx. 
Nun ist: 

also auch: 

(/ f{T)dr) =z 2j,f cf,{x)tf>ydydxi 

^0 ' SC 

(A.) (/ (p(x)c?x) =r 2fj ''tp(a;)cpQcy)xdTdy , 



woraus 



folgt 







L Mittels dieses allgemeinen Ergebnisses gelangt man zu 



(f^'^Hr^ 



dxdy 



x)(l -h »«a) • 



Vollzieht man rechts die Integration nach x, so erhält man : 



18 
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woraus sich folgende Ausdrücke ergeben : 

/« \ ^A , \a — * V 2 ■ 4 .6 (2n-f-2) 1 / a« X *^» 

(3.) (Arctang. a) = g £ 1.3. 5 (2« + l)(ir:in?VTT^; ' 



..... . ., 1 ■^ 2.4. 6 (2n-4-2) 1 

(4.) (Arcsin. o)« = 5 - i.3.6.....(2„ + l)-örn?^ 

WO die Summenzeichen über die ganzen und positiven Wcrthe von /1,'die Grenz- 
werthe mit einbegriffen, sich erstrecken. Die Heihe (3.)convergirt für alle reellen 
Werthe von a, die Reihe (4.) aber nur für die Werthe von a^ welche die 
Einheit nicht übertreffen. 

II. Dieselbe allgemeine Gleichung (A.) führt zu: 

^0 ^ 

was, wenn rechterhand die Integration nach oo ausgeführt wird. Folgendes giebt: 

(5.) 






WO a eine beliebic^e Constante ist. Setzt man einstweilen 



so erhält man auch: 



« = « J -1^7"''^' 



woraus 



i,V ; l+y» ''Vi .2.3 n 

•' 

folgt. Vollzieht man die angedeutete Division hinter dem Integralzeichen und 
integrirt darauf innerhalb der angezeigten Integrationsgrenzen, so erhält man: 

— — T* /"l ' \ * (-> l)"-i >y ^ a» 

"~^ ii V^""3'*"6~7"*' 2ii-iy l. 2 . 3 !•• 
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Führt man folgende, durch /(x) darzusteHende Function von x ein: 

(6.)/(x) = ;r + (l-|)l^ + (l-i + |)i-^3 

/ 1 1 1\ _«^ 

'*"V '~3"*"5""7/r. 2 . 3 . 4"*" » 

so liefert das Ergeboiss in (5.) folgende Integrale: 

(8.) (/e-'d.y = ^/(«), 



in welchen a eine beh'ebige Constante ist. Aus dem letztern Ergebniss ergiebt 
sich auch folgendes allgemeinere : 

(8'.) (/-^da:)* ^^Aab^i 



wo a und b beliebige Constapten sind. 

Aus der Gleichung (7.) kann ferner entnommen werden» dass der Grenz* 
werlh von e'^/(x) beim unendlichen Wachsen der reellen Grosse x, gleich J^ ist. 
Daher folgt aus (8'.), wenn a und b reell sind» und letzteres unendlich grosswer- 
dend angenommen wird, der bekannte Integral- Ausdruck: 

(9.) /-,-«vx=|y^. 



wo a eine positive » reelle Constante ist. 

Beachtet man endlich den Umstand, dass 

kleiner als 1 , und dass die ohne Ende fortlaufende Reihe 



X 



r72"*"i . 2 .3"*"l . 2. sTi 
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für jeden endlichen Werth von x convergent ist, so kann das Gleiche um so 
mehr auch von der Reihe in (6.)^ diey(j:) darstellt» ausgesagt werden« 

4. 

Nimmt man mit der Gleichung (1.) die Specialisimng und Umstellung der 
vorigen Nr. vor, so erhält man: 

(B.) r (f(x) dx .J^ ^* {x)dx ^rj^''[qi(,x)q)*(xy) + tp{xy)(p'(ai)']xda:dy. 

9 

Dieses allgemeine Krgebniss giebt folgendes specielle: 

^fe^dx .f e-^ dx =y^y^>-^-^'">' + e'<'*^'\ dxdy , 

• • 

und es folgt daraus: 

(10.) 2fe-'dx.fe-^dx^\ ^^^ , dy -^ \ ^^^. dy , 

•^o •^o 

wo noch a und b beliebige Constanten sein können. Werden a und b positiv 
und reell gesetzt, so besteht auch folgende Gleichung: 



aus der auch 

(U.) %ft-^da:.ft-^dx = 





folgt. Wird hier 6 = X gesetzt, so gelangt man, mit Zuziehung der Ergebnisse 
in voriger Nr., auch zu folgendem Integral -Ausdruck: 

welcher als eine Ergänzung zu demjenigen (7) angesehen werden kann, in wel« 
chem jedoch a eine reelle positive Constante ist. 
Zürich, den II. October 1847. 
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6. 

üeber die Darstellung einer Fnncüon zweier 

Variabein z,z^ nach aufsteigendenPotenzen zwei 

anderer Variabein y,f^ deren gegenseitige 

Abhängigkeit die Gleichungen 

■ 

ausdrücken^ wo f{£) dieselbe Function von z ist^ 

wie f(jL^ von z\ 

(Von Horra Dr. Raahe^ Professor an der Dniversilfit zn Zürich.) 



(Am den MiUheilongen der natarrorsch enden GetelUchaft sn Zürich.) 

/jur Auflösung der Mittelpunctsgleicbuog in der Astronomie bedient sich 
Lagrange einer der in der Ueberscbrift angegebenen Gleichungen. Einen ahn* 
lieben Zweck für die Theorie der Störungen habe ich bei der Behandlung des 
hier vorgelegten zusammengesetzteren Problems, wie solches am Schlüsse ange- 
deutet und bei einer nächsten Gelegenheit bestimmter gezeigt werdest wird. 

I. 

Sind zwei Gleichungen wie 

(1.) z^x + yf{z) , «' = ^' + //(*'), 

gegeben» wo/^eln best immies Functionszeicbcn je der Variablen z oder z' ist, und 
setzt man die Gleichung 

(2.) tt =: 9(Z , zO , 

wo der Ausdruck rechts ebenfalls eine bestimmte Fintrtion von z und z* ist, so 
ist der Zweck des Folgenden : u durch eine Gliederreihe nach aufsteigenden Po- 
tenzen von y und y' darzustellen. 
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Legt man zu diesem Ende die Maclaurmsche Reihe für zwei Variabein 
zu Grunde y so ist das nächste Problem die Angabe der verschiedenen partiellen 
Differentialquotienten von u nach y und y\ zu dessen Losung wir nun schreiten. 

Zuerst ist: 

du du d% du du dil 

d^ — d%Ty ' dt/'-dJ'di'' 

Aus den vorgelegten Gleichungen in (1)* folgt: 

d% 1__^. d% _ _/(«)_ 

(3-) { 

d3-l^y'M%^ 7 dy'-l^y'Mii)^ 

^o /i(0 ^^^ Differentialquotienten von /(z) nach z und fi{zf) denselben von 
fiz') nach z' vorstellt , und woraus 

folgt. Also ergiebt sich 

(^^) ry=f^''^Tzdi=f(''^di ^ rf7=A^)^''^='^(^)5i^5 

was die verlangten ersten partiellen Differentialquotienten darstellt. 

Zu dem ztveiien partiellen Differentialquotienten übergehend, ziehen wir 
aus der ersten der so eben gefundenen Gleichungen (5) folgenden Ausdruck: 

^ — rr \^ —jufr ^-^ 

dy^ — J^^^Uy dx '^^^^^dxdy ^ 
der (beachtend (4 und 5)) folgendcrmassen aufgestellt werden kann: 

J^=/(^)/iWj^-^+/(^) Tx ' 

und da dieser Ausdruck auch mit folgendem gleichbedeutend ist : 

d}f*~f^"ldx dx ^JW dx ' 




6, BaabCf eme Verwandkmg fxm Funeümmu 145 

80 hat man: 

dy* — dx ' 

und durch gaat ähnliche Betrachtungen auch : 

Ferner folgt aus der ersten Gleichung in (5}, wenn man beachtet dass z von y* 

unabhängig ist: 

d*u _ . V d*u 
dydy'—J^^'dxdH* 

was mit Zuziehung der rweiten Gleichung (5) in 

dyd%l—^^^^ dx ^ 

oder« well auch z^ von x unabhängig ist, in 

fibergeht Dieses yorausgeschickt, ergeben sich folgende Bestimmungen für den 
zweiten partiellen Differentialquotienten : 

(6.) / ^y* ~ ^* ^ cf/» ~ rfd? ' 

^^ V^-^ i/«— 'rf«"rfx ' dil^dd'dS ^ dxdJ~ dzdfi'dxdaf "^• 

Die dritten partiellen Differentialquotienten von u nach y und y' nehmen 
wir aus den Ergebnissen in (6), auf ähnliche Weise, wie diese aus (5) genommen 
wurden. Man erhält nämlich aus den ersten in (6) folgende: 

d^u d}l . ^/ av ^«* . * • , 

dp-1^ ' woA;=/(2»)^ gesetzt ist. 

Mun ergiebt sich: 

Crelle'a Jonraal f. d. H. Bd. XL VIII. Heft 2. IQ 
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</y— ä% 'dydx'^y^'y dx 
oder auch» wegen (4 und ft) : 

dx _ ±ifmdz du J-lf^'^'ä 

dy ~ d% dxJ ^^' dx "*"•' W dx 

= — rfi— /(*> di +/W — 3; ' 

daher hat man : 

;^ = — 37 — ""*^ rff» = dt* ' 

Behält ferner X dieselbe Bedeutung, so ist zunächst: 

d'u d^X 

dy^d^~dxdy" 

Nun ist aus den schon oben geltend gemachten Gründen : 

rfP «/(^r -5^ == m — 3; — - /(«) y (* ) dxdx' ' 

also ergiebt sich, auch folgende Beslimmungsgleichung : 

d*u rf-[/(«)W)3fe] 

dy^dy' da: 

Auf gleiche Weise geLingt man zu ähnlichen Bestimmungen der beiden 
noch iibrigen partiellen Differentialquotienten dritter Ordnung, so da$3 man ge- 
genwärtig folgende Ergebnisse hat: 

(8.) { 

d^^ ä'l/m('ö,^J ju, d.[MA<r£h\ 

dy*d^ "~ dx ' dyd^ da^ ' 
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Wird weiter, «ur Aufstellung des oierten partieU«D DiiTerentialquotienten 
/* =/(«)'rf^ gesets^ was 

giebt, so erh&lt man au3 der ersten Gleichung in (8) folgende : 

Durch VertauÄchung von a?, y, £ in jc^, y\ z' liefern diese noch zwei andere par- 
tielle Differentialquotienten vierter Ordnung 

Wird weiter, zur Aufstellung des fönfterk dieser Differentialquotienten, 

cftt 
m' =/(2)V'(*) ä^ii «eseut, ww 

giebt , 50 erhält man auch : 

Man hat also, dorch Zusammenitellung, Folgendes : 

\dy*<l!^~~ d* ' di/'dy"~ dx* * 

Fährt man auf diese Weise fort, so ergehen sich allgemein folgende Ausdrücke: 

19* 
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(10.) < ^ ^ 



Vfo a + b := fk ist, und wo ^ , ^ , dxdx ^^^^^ ^^^ Gleichungen (7) 
gegeben sind« 

II. 

Nachdem man sämmth'che partielle Differentialquotienten von u nach y 
y aufgestellt hat, sind dieselben» der Maclourin %^txi Reihe gemäss^ für die spe- 
ciellen Fälle y =y' = zu suchen. Bezeichnet man den Werth irgend einer 
im Obigen gebrauchten Grösse, für diese speciellen Fälle dadurch, dass man der 
Grosse rechts oben eiueO in Parenthesen beifügt, so erhält man aus den Gleichun- 
gen (1); 

insofern f{cc) undy(x') nicht ohne Ende wachsende Werthe haben. Sind ferner 
die Werthe von x und x^ von der Art, dass auch die Differentialquotienten der 
letztern Function nicht ohne Ende zunehmen, so geben die Gleichungen (3): 

Berücksichtigt man weiter die Bedeutung von u aus der Gleichung (2), so ist: 

/^\(0) ^ dtp ix^af) /^^V^^ _ d^(^,s^ (J^VL Y®> _ d^v(a:,a:') 
\d%/ ~ dx » Vä»7 ~ da! ' \d%d%) ~ dxdx' ' 

also erhält man , wegen der vorigen Ergebnisse und der Gleichungen (7) : 

/duV^^ _ dfixy^ {^Y^ _ ^9 (^ > ^') (J^IJLY^ _ ^^Pi^f^') 
\dx/ dx ^ \dx/ dx' ' xdxdx/ dxdxf 

Dieses Alles vorausgeschickt, gehen die Gleichungen (10) für y = y' = 
in folgende über: 
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Vrfjr*/ "• rfäF» » 

-wo a + & ^ A: ist. 

Benutzt man nun die Maclaurinsche Reibe für zwei Variabeln, so geht 
aus den vorgelegten Gleichungen (1), bei Feststellung der Yereinfachungsglei- 
chungen 






folgende Bestimmungtgleichung für die Function cp(z,z^ hervor: 
(11.) 9(«.0 = 



rf.[»f(«')J 



«^•[t>y (*^)i j 



1.2.3.41 rf,* .y-«-« rf,» ^^ y 
6^^-^^^y'r'' -. 4 ^-:M^,^.^--lJ£l^^^ 

1.2.3.4.5 I rf«« y -*-o ^^ /y 



U. $• W.; 



deren Fortsetzung nunmehr leicht ist. 
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Anmerkung'. Um die BenulzLaiiceit dieets £rgebai5se$ in der Theorie 
der Störungen , wie im Eingange erwShnt « wenig^ns anzudeuten, ersetten wir 
die allgemeinen Gleichungen (1) durch folgende: 

(1.) u — cSln.u = n{t + h) , u' — e'Sin.a' = n'(f + A0 , 

wo u und ci' die excentrischen Anomalieen zweier Planeten m und mf zu einer 
bestimmten Zeit t, welche von einer gewissen Epoche an gezahlt wird, darstellen; 
wo ferner e und e* die Excentricitätärerhältnisse der ungestörten Ellipsenbahnen 
derselben zo^ei Planeten sind, welche^ wie bekannt» nur kleine Bruchzahlen sind; 
WD endlich n und h zwei constante Elemente der einen , und nf und h^ analoge 
Elemente der andern Ellipsenbahn besagter Planeten sind. 

Die elh'ptischen Coordinaten des Schwerpuncts eines Planeten m sind 
durch die einfachsten Functionen von Sin.u und Cos.u angebbar (Nr: 630. mei- 
ner Integralr.). Stellt man aber die wirUichen Coordinaten desselben Planeten m 

nach steigenden Potenzen der Massen mf y mf^ , 7nf^\ der übrigen Planetea 

dar, so sind die verschiedenen Coefficicnten dieser Massen Functionen der ellipti- 
schen Coordinaten des gestörten m und des jedesmal in Betracht gezogenen stö- 
renden Planeten m', oder m", oder m'" u. s- w. Diese Functionen sind, durch ein- 
fache, noch zu vollziehende Quadraturen darsteilbar» in denen die oben erwähnte 
Zeit tf welche für alle Planeten eine gemeinschafUiche Epoche hat, die Integra- 
tionsvariable ist; A. h.» wenn oc^ y, z die elliptischen Coordinaten von m und 
x\ y\ z' die analogen Coordinaten von m^ sind, so sind Quadraturen von der 
Form 

zu vollziehen. Die erstem dieser Coordinaten sind aber, wie schon gesagt durch 
die excentriscbe Anomalie u, und die letzteren auf ähnliche Weise durch u' dar- 
stellbar; wodurch Quadraturen von folgender Form: 

zur Vollziehung konrunen. Demnach besteht die Aufgabe darin: die Function 
9(ei , u') miiHiilfe der simultanen Gleichungen (I.) zunächst durch t auszudrük- 
Iren; was durch das oben gefundene allgemeine Ergebniss in (11.) immer gesche- 
hen kann. 

Zürich, am 20. Dccbr. 1847. 
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7. 

Ueber die slngalären Integral- Auf lösungen einer 
Differentialgleicliang erster Ordnung mit zwei 

Variabein. 

(Ton dem Herrn Dr. Raabe^ Professor an der Universität 2u Zürich.) 



(Au <len Mittheihingen der nnlaTforscheiideii GeselUcluft in ZArich.) 

Im 31 ten Heft des Journab de T^cole polytechnique macht Herr Cata- 
Jan eine Bemerkung über die Ermittelung singulärer Integral -Auflösungen, die 
der Gegenstand der gegenwärtigen Mittbeilung sein ^oll. 

1. 

Wenn eine endliche Gleichung zwischen zwei Variabein x, y und einer 
allgemeinen Constante a^ von der Form 

(1.) F(,x,y,a)^^, 

gegeben ist, wo IP ein beliebiges Functionsxeichen ist: wenn ferner die dieser 

entsprechende Differentialgleichung erster Ordnung, die nicht mehr a enthalt^ 

durch 

(2.) J"(a;,y;ri) = 

vorgestellt wird, wo F' ein neues Punctionszeichen und /i = jf^rt* «o sind nicht 

nur alle, durch specieRe und constante Verfügungen über a aus (1) hervorge- 
Kende Gleichungen Integral- Auflösungen (particuläre) dieser Differentialgleichung 
in (2), sondern sämmUiclie FJiniinations-Ergebnisse von a, welche Verbindungen 
von (1) mit der Gleichimg 

so wie auch Tnit der Gleichung 
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(^•) — di = Ö 

herbeiführen » liefern ebenfalls Integral -Auflösungen. Diese werden nach £a- 
grange singulare Integral -Auflösungen genannt, falls sie nicht auch durch be- 
stimmte Verfügungen über a aus (1) zu entnehmen sind« 

Auf dieses Ergebniss gelangen die meisten Schriftsteller, die sich mit die- 
sem Gegenstande seit Lagrange beschäftigten, und welches auch ich im dritten 
Bande meiner Differential- und Integralrechnung (No. 595) mitgetheilt habe. 



Der Zweck der im Eingange gedachten Bemerkung des Herrn Calalan 
ist nun, zu zeigen, dass es sein richtiges Bewenden mit dem Eliminations* Ergeb- 
nisse von a aus den Gleichungen (1 und 3), nicht aber im Allgemeinen mit dem- 
jenigen haben könne, weiches aus den Gleichungen (1 und 4), gleichfalls durch 
Elimination von a, entnommen wird. Zu diesem Ende wird ein besonderer Fall 

■ 

durch die Gleichung 

x^ ö — VC3a(2j — fl)] = 

aufgestellt, aus welcher folgender, zu (4) analoge Ausdruck: 

-8a 1 



V[3a(23r-a)l — 

gezogen wird; welche Gleichung a^2y giebt. Setzt man diesen Werth von 
a in die vorgelegte Gleichung, wodurch das Ergebniss der Elimination von a fol* 
gendermassen sich darstellt : 

x + 2y^0y 

so thut diese Gleichung der betreffenden Differentialgleichung erster Ordnung 

Sxy\—6yy^ + x + 2y^0 

weder als singulare, noch als particuläre Integral- Auf losung ein Genüge, und ist 
dem in Rede stehenden Falle ganz fremd. 

3. 

So richtig die vorausgeschickte Bemerkung Catalans über das Elimina- 
tions- Ergebniss von a aus den Gleichungen (1 und 4) ist, so erschöpft sie tloch 



V 
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den hier in Rede stehenden Gegenstand nicht ganz, indem auch ein Eliminations- 
Ergebniss von a aus den Gleichungen (1 und 3) bisweilen Relationen unter den 
Yariabeln geben kann, die ebenfalls weder von singulärer noch von particulärer 
Beschaffenheit, und folglich dem fraglichen Falle gleichfalls ganz fremd sind. 
Man sieht nämlich leicht, dass folgende Gleichung: 

in der Beziehung einer vollständigen Integralgleichung zu der Differentialglei- 
chung erster Ordnung: 

V 1 



y(i - y») ^ m - ••) 



= 



steht. Stellt man nun die der erstem entsprechende, analoge za (3) bcr, so fin*- 
det sich : 

X — y = ; 

welche Relation zwischen den Yariabeln x undy der vorhergehenden KlTerential- 
gleichung nicht genügt, und folglich derselben ebenfalls fremd ist. 



4. 

Die Unzuverlässigkeit der in No. 1 gegebenen Vorschriften, aus einer 
Gleichung wie (1) singulare Integral-Auflosungen abzuleiten, ist also eine unzwei- 
deutige Thatsache. Anderseits geben dieselben Vorschriften in den meisten 
Fällen ganz brauchbare Resultate; so dass die aufgestellten zwei Fälle mehr als 
Ausnahmen, denn als Regel angesehen werden dürfen. Deshalb werde ich im 
Folgenden die Quelle dieser Vorschriften auseinandersetzen; woraus sich sowohl 
eine genügende Erklärung für die Ausnahmefalle, als auch eine neue Fassung 
der dann zu befolgenden Vorschriften ergeben wird. 

V\^ie schon seit Lagrange bekannt, und wie auch aus (Nr. 594) meines 
oben citirten Werks deutlich folgt, findet man aus einer Gleichung zwischen zwei 
Variabein x ^ y und einer allgemeinen Constanle a^ von der Form 

(1'.) y=nx,a), 

die ihr entsprechenden singulären Integral- Auflösungen, wenn man die Gleichung 
(IQ mit der aus ihr gefolgerten Gleichung 
Crelle'a Joarnal f. d. M. Bd. XLYIII. Heft 2. 20 
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(5.) g = 

durch Elimination von a verbindet. Die so gefundenen Ergebnisse werden beim 
Stcitthabcn dieser Gleichung (5) immer den Charakter von Integral -Auflösungen 
behalten, d« h. der aus (10 gezogenen Differentialgleichung erster Ordnung ge^ 
nügen; sie sind jedoch nur dann von singulärer Beschaffenheit, wenn sie durch 
keinen constanten Werth von a aus (1') zu erlangen sind. 

Wenn nun der endliche Zusammenhang der Variabein x^y mit der all- 
gemeinen Constante a nicht unter der Form (\')^ sondern durch eine Gleichung 
wie (1) aus (Nr. 1) gegeben ist, so hat man, dem Vorausgeschickten zufolge^ 

auch aus dieser den partiellen Differentialquotienten j^ herzustellen, denselben 

gleich Null zu setzen und die dadurch gefundene Gleichung mit der vorgelegten 
(1) durch Elimination von a zu verbinden. 

Besagter Differentialqiiotient ist durch die Gleichung 

^"•^ da dF(x,y.a) 

gegeben ; daher hat man nur diejenigen Relationen zwischen o:, y und a, Behufs 
Elimination von a, mit der Gleichung (1) zu verbinden, welche den in gebroche- 
ner Form erscheinenden Ausdruck rechts in dieser Gleichung (6) auf Null brin- 
gen. In den meisten Fällen wird Dies nach den in (Nr, 1«) gegebeosn Vorschrif- 
ten erreicht; d« h. wenn der Zähler des eben erwähnten Ausdrucks gleich [die 

Gleichung (3)J, wie auch der Nenner desselben Ausdrucks gleich g [die Glei- 
chung (4)] gesetzt und jedes dieser Ergebnisse mit der Gleichung (1) durch Eli- 
mination von a verbunden wird. Da aber ein Bruch durch das NuUwerden des 
Zählers ödes Unendlichgrosswerden des Nenners nicht immer den Nullwerth be- 
kommt, welche Anforderung dem Vorausgeschickten zufolge unerlässlich ist: sa 
hat die Anwendung der Vorschriften lu (Nr. 1) bisweilen auch Ausnahmefalle \ 
d. h. man gelangt bei Befolgung der Vorschriften bisweilen auf Relationen, die 

den Werlh von v- nicht gleich Null machen; welche dann aus diesem Grunde 

dem fraglichen Falle fremd und folglich zu verworfen sind. Zugleich zeigt sieb 
folgende allgemeine Vorschrift, welche keinen Ausnahmefall mehr zulässt: 
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,,Aus der Gleicbiiog (1) sleRe niaa den Ausdruck rechts in der Gleiohung 
^(6) her nnd verbinde die Gleichung durch Elimination von a mit jeder Re- 
flation« die dem Ausdrucke den Nullwerlh giebt. Die so gefundenen Relatio- 
y^nen unter den Variabein sind entschieden Integral -Auflösungen der betreff 
«yfenden Differentialgleichung erster Ordnung; und zwar singulärer Art^ 
„wenn sie sich durch keine constanten Werthe von a aus (1) ergeben." 
Da man auch x als die relathe Variable der Gleichung (1) ansehen kann, 
wenu y für die absolute erklärt wird, so ist eine coordinirte Regel zu der obigen 
auch folgende : Aus der Gleichung (1) stelle man den Ausdruck 

da ^ dx 

her, und verbinde jene durch Elimination von a mit jeder Relation die den Quo- 
tienten zu Null macht, u. s. w. 

Dass es mit der hier aufgestellten Erklärung der Ausnahmefälle sein rich- 
tiges Bewenden habci wird das Folgende noch näher zeigen. 



5- 

Nimmt man, erstens, den besondern Fall des Herrn Catalan an, nämlich 

die Gleichung 

ar + a-l/[3a(2y-a)] = 0, 

wo der Ausdruck links die Function F{pc^yjQ) aus (1) und 

dF{T,y,a) _ , ^ hj^a) dF(r,p,ä) _ _ 3it 

da ~^ K[3a(2y-ö)J ^ dy ~ V[3a(2y--a)^ 

hl, so giebt die Relation, welche den Nenner des Ausdrucks rechts in (6) un* 
endlichgross macht, die Gleichung 2y — a =0. Diese Relation macht aber auch 
den Zä/iler unendlicbgross : also zeigt sich der Wcrth des partiellen Differential- 

quotiehten tz unter der unbestimmten Form qd y d. h. es ist 

, 3(y-a) 

W 

Multqtlicirt man hier Zahler und Nenner mit ]/{9a{2y — a)}, welches 
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giebt^ so stellt sich, bei derselben Relation 2y — a = 0, die von Null verschie« 

dene Bestimmung ^^ = — 2 ^^'*' folglich ist das durch Verbindung der Glei-* 

chung 2y — - a = mit der vorgelegten sich herausstellende Eliminations-Ergeb- 
niss von a, nämlich die Gleichung a: + 2y = 9 weder eine singulare noch 
eine parliciüäre Integral-Auflösung, sondern eine dem vorliegenden Gegenstände 
fremde Relation. 

Man findet hingegen singulare Integral-Auflösungen« wenn man sämmt* 

liehe Relationen, welche ^ =r geben, nämlich die, welche in der Gleichung 

|/[3a(2y - «)] _3(y _ 0) = 

enthalten sind, mit der vorgelegten Gleichung durch Elimination von a verbindet« 

dx 
Die Relationen, die im vorliegenden Falle ^ = geben» fuhren auf dieselbe 

Gleichung. Um Dieses, mit Umgehung der fremdartigen Auflösungen, welche 
gewöhnlich Quadrirungen zur Wegschaffung von Wurzelgrössen erfordern, zu 
zeigen, addire ich die zuletzt aufgestellte Gleichung mit der vorgelegten, und 

finde : 

1 

a: + a---3(y — ö) = 0, oder o=s2(3y — x). 

Setzt man diesen Werth von a in je eine der so eben addirten 7wei Gleichungen, 
so ergiebt sich: 

3(a: + y) — VP(3r~»)(5r + ac)] , oder a:' + 2a?y — 3y* = , 

woraus die Gleichungen 

y — x = und 33r + x = 

folgen, welche auch Herr Catalan für die j/zi^tz/dV^nlntegral-Auflosungen der 
in Rede stehenden Differentialgleichung erster Ordnung erkannt hat. 

Nimmt man, zweitens, den in (§. 3) vorgelegten besondem Fall vor, näm- 
lich die Gleichung 
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wo der Ausdruck links die Function F(x,y,a) der Gleichung (1) vorstellt und 
wo demnach 

da —^-y ^ dy — — ^ — j/(l-y^)^ 

ist, so ergiebt sich x — y = oder x = y als die Relation, welche den Zahler 
des allgemeinen Ausdrucks in der Gleichung (6) auf Null bringt. Es macht aber 
auch dieselbe Beziehung zwischen y und x den Nenner besagten Ausdrucks zu 
Null. Denn aus der vorgelegten Gleichung erhält man: 

a = ^— • 

a? — y 

Für X =^ y ergiebt sich hieraus, nach bekannten Vorschriften: 

« 

woraus, wie behauptet ward, auch ^--^ — = folgt. Dieses vorausgesetzt, 

erhält man 

wo noch zu zeigen ist, dass bei derselben Relation x = y der Werth von t^ 

von Null verschieden sei. Ersetzt man hier rechterhand a, der vorgelegten Glei- 
chung gemäss, so ergiebt sich : 

rfjf _ (g — y)* ^ 

rf« ~ yix^x^)^y(x^y^^^^^^^^^y) 

Da der Ausdruck rechts für o? = jr in g übergeht, so differentiire man Zahler unc) 
Nenner rechts nach o?, was 



\da/(Xzmyy 



2(^-y) 



giebt, und wo abermals der Ausdruck rechts für ^ = / in q übergeht. DifTeren-^ 
liirt man abermals Zähler und Nenner nach x^ so ergiebt sich zuletzt: 
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(äX^. -T ==2(l-y')]/(l~y«); 



(l~»')Hi-«») 



welches 9 wie behaoptet, von Nul) verschieden ist. Daher ist auch die Relation 
y z=z X keine Integral -Auflosung der in Rede stehenden Differentialgleichung 
erster Ordnung. 

Wird hingegen die obige Bestimmungsgleichung für -?- folgendemnaassen 
aufgestellt: 

da— al/(l-y*)-fr-y ' 

so zeigt sich leicht das Kullwerden des Differentialquotienten ^ für y^ = 1; 

und da dies nur einen fariabeln Werth von a giebt» so ist auch die Gleichung 

y* = 1 eine 5i/}^i//a>^ Integral -Auflösung der in Rede stehenden Differential- 

dx 
gleichung erster Ordnung. Stellt man noch die Werthform für ^ her, so zeigt 

sich auf ähnliche Weise; dass auch o;' = 1 eine singulare Integral- Auflösung für 
den vorliegenden Fall ist. 

Anmerkung. Der in (Nr. 6) angenommene besondere Fall, mit welchem 

ich mich auch im zweiten Theile der vorigen Nr. beschäftigte, giebt für 4~^ — 

den von der allgemeinen Constante a unabhängigen Ausdruck x-^y. Es sagt 

aber Herr CcUalan in der erwähnten Note, dass, nur insofern ^p^ — keinen 

von a unabhängigen Ausdruck giebt, die durch Elimination von a aus den Glei- 
chungen (1 und 3) hervorgehenden Resultate richtig (exacts) sein werden. Da. 
nun, wie schon bemerkt, der von mir gebrauchte Fall in der That kein a enthält, 
so scheint die, diesem hochgeschätzten Geometer gegenüber, Eingangs (Nr. 6) 
hingestellte Aeusserung nicht ganz gerechtfertiget zu sein. Hierauf ist aber zu 
erwidern, dass Herr Catalan die erwähnte Behauptung unbegründet gelassen hat. 
Dass auch solche nicht zu begründen möglich sei, will ich zum Beschlüsse an 
einem besondern Falle zeigen. Es sei die Gleichung 

(a) {a — X ^yf — ^{x-^ y){a — X + yf + 1 = 

gegeben, wo der Ausdruck links die Function F(x, y, ä) vorstellt, und aus 
welchem 
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(ß) ^^^^^=3(ö-x + y)(a~3x-y) 

folgt: so enthält der Ausdruck rechts, wie man sieht, die allgemeine Constante a. 
Der Ausdruck nimmt den Nullwerth audh für 

an; und wenn Dies in die vorgelegte Gleichung gesetzt wird^ so gelangt man auf 
das widersprechende Ergebniss 1 = 0. Der Gnind hieTon ist, dass auch die 
Differeiitialquctienten von F(x, y, a), nach x sowohl, als nach y, denselben 
Pactor a — x-hy enthalten. Es ist nämlich : 

^r;^ = — 6(o — a: + y)(a — 2x), 

\f/ =-6(g-.r+jr)(:g + y), 
so dass sich nach (Nr. 7) 

dp _ 3(g^j--hy)(a->3yy) j ^ 3(a— x-l-y) (a'-3ar — y) 

da~ 6((i-ajH.y)(x-fy) ""° da ~ 6(a-«+y)(a-2a:) 

findet; wo also, bei der Annahme a^-x+y =■• 0, weder ^ noch ^ gleich Null 

wird. Scheidet man den gemeinsamen Factor aus Zähler und Nenner der Brüche 
aus, was 

dj/ fl — 3.r— y dx fl — 3j:— y 

da 2Cr-f-y) da a^2x 

giebt, so zeigt sich, dass, der zweite Factor in obiger Gleichung (ß) gleich Null 
gesetzt, oder die Gleichung a — 3a' — y = 0» die Dsiffercntialquotienten -r^ 

und ^ zu NuU macht; weshalb denn auch die vorgelegte Gleichung (a), nach 

Einführung dieser letztem Relalion zwischen x, y und a, eine Integral-Auflösung 
liefert, nämhcli die Gleichung: 

4(x^yy—l = 0, 

yon welcher man sieht, dass sie zur Classe der singulären Auflösungen gehört. 
Zürich, im November 1848. 
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8. 

lieber einen Hfilfssatz zur Ansmittelnng der 

Werthe bestimmter Integrale. 

(Ton Herrn Dr. JZoaSe, Proressor an der Universität zu Zäridh) 



(Ans den Mittheilaofen der nttorfonchendeQ Ge«ell«cbaft so Zfirich.) 

In den „ Comptes rendus *' vom 16. Oct. d. J. theilt Herr Cauchy m 
einer Note folgenden Satz mit 

„Das Integral fP^/ire^*) d r , vrof ein Functionszeichen und i die 



,, imaginäre Einheit ist, ändert seinen Werth nicht , wenn das Argument /> 
y,der imaginären Variable z = re'*' alle Werthe durchläuft, innerhalb wel* 
„eher die Function /(z) endh'ch und continuirlich bleibt Ueberdies muss 
„diese Function von der Art sein, dass das Product zß^z) für r = 0, wie fiir 
„ r = OD , gleich Null ist." 

Dieser Satz leuchtet unmittelbar ein , wenn man statt der imaginären e^ 
eine reelle, positwe Constante a setzt. Wenn nämlich das bestimmte Integral 

jfiy)dr den Anforderungen einer mathematischen Grosse nach (Nr. 105 u. 106) 

meiner Integralrechnung entspricht, so gelangt man beim Uebergange von r in 
ar auf die Gleichheil 

ßj{flr)dr =ff\r)dn 



WO die positiv angenommene reelle Grösse a willkürlich ist. Setzt man aber a 
imaginär und von der Form ef*, d. h. ersetzt man r in demselben bestimmten In* 
tegrale durch r^\ so zeigt sich zwar als unterer, nicht aber OD als oberer 
Grenzwerth des umgebildeten bestimmten Integrals. Hierin besteht das eigent- 
liche Wesen des obigen Satzes, dessen Begründung und Brauchbarkeit in der 
Theorie bestimmter Integrale Folgendes zeigen wird. 
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1. 

Bei Feststellung der Gleichung 



werde die allgemeine reelle, oder imaginäre Gonstante a von der Art angenom- 
men, dass die Function f{ar) für keinen innerhalb und co fallenden Wcrth 
von r unendlich gross wird. 

Zieht man hieraus den Differentialquotienten von y nach a, so erhält man 



g ^/Aar)dr+/aA(ar)rdr. 





Durch theilweise Integration ergiebt sich, beachtend die unmittelbar vorher getrof- 
fene Feststellung für a: 



fa/i(ar)rdr = [r/(flr)](^.«) -^f/(flr)dr. 

• 

Wenn man daher die zweite Voraussetzung macht » r/(ar) gehe für r = cc in 

da 
Null über» so ergiebt sich ^ = 0; woraus folgt, dass y von a unabhängig ist, 

und dass der am Eingange aufgestellte Satz folgende abweichende und einfachere 
Form bekommt: 

Das bestimmte Integraljaf{ar)dr, wo fein Functionszeichen ist, J/i- 



dert seinen TVerth nicht, während die reelle, oder imaginäre Constantc a 
der Variable z = ar alle TVerthe durchlauf t^ innerhalb welcher die Func-' 
tion/{z) nicht unendlich gross wird. Ueberdiess muss diese Function 
von der Art sein, dass das Product r/(z) für r ^=: (X> Null ist. 

Erste Anmerkung. Ist unter den zusammenhangenden Werthen von a^ 
die der ersten Anforderung dieses Satzes entsprechen, die reelle positive Einheit, 
so hat man für alle diese Werthe von a, sie mögen reell oder imaginär sein, die 
Gleichheit : 

(l .) /^(«O dr = [f(r) dr , 



falls noch die andere Bedingung des vorausgesetzten Satzes, dass rf{ar) bei 
r = OD in Null übergeht, ebenfalls erfüllt wird, 

Grelle*« Joumtl f. d. M. ^A. XLVUL Heft 2. 21 
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Zweite Anmerkung. Zam richtigen Gebrauche des obigen Satzes ist auch 
noch Folgendes zu beachten. 

Wenn die Bedingungen des vorausgeschickten Satzes nur für die inner- 
halb Ol und £1] fallenden Werthe von a^ nicht aber für diese Grenzen selbst. Statt 
finden, so hat man, wenn a einer dieser Zwischenwerthe ist, zu (1) folgende coor- 
dinirte Gleichheit: 

jaf{ar) dr z=zjaf{ar) dr , 
wo nunmehr für a bloss sämmtliche innerhalb ai und a% fallenden Werthe an- 

■ 

genommmen werden dürfen. Aehnüch verhält es sich, wenn die Bedingungen 
des Satzes für sämmtliche innerhalb o^ und €i^ fallenden Werthe von a, diese 
Grenzwerthe ausgenommen, erfüllt werden ; u. s. w. 



Als erste Anwendung setze ich das bestimmte Integral 






wo m und n reell und positiv 9 und m -I- 1 <: n sein sollen. Hier ist 

a = e^ , z^=^Ttf^ und /(*) = |^^; 

also treffen die Bedingungen des Satzes für alle Werthe von a ein, die nicht 
fl" = — 1 geben, d. h. für alle Werthe von p^ die nicht np ungerade Vielfache 

von fc sind. 

Sieht man nun auf den Fall, wo np zwischen — -mr und -fror liegt, so 
kann im vorgelegten bestimmten Integrale np =iQ gesetzt werden , und es er- 
giebt sich : 



'»00 /»QO 




Fuhrt man hier für das bestimiote Integral rechts dessen bekannten Werth dn, 
so ist: 
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rVrfr j^,, r 



1)? 



Hieraus ergeben sich, durch Absonderung der reellen von den imaginären Theilen, 
wenn noch np durch 6 ersetzt wird , folgende Integrale : 



l 



" f-rfr Slni:if^'© 



• ••^•i 



f l-H2rPCk)8.©H-f^~ Sin.0 Sin / "^ ** "^ ji ^ 



/i 



Sin.^0 



rff 

l-H2f*Cas.©-f.r»»~ Sin.© gin.'ilJ^' 

wo © alle innerhalb *— ir und ^v h'egenden Werlhe haben kann. 

Erwägt man, dass diese Ergebnisse, ihrer Deduction nach, für alle reelle 
positire Werthe von m und /i, die m + 1 < n geben, Bestand haben, und fer- 
ner, dass die erste dieser Gleichheiten durch Erhöhung von m um n genau die 
zweite giebt, so zeigt sich die erste allein, d. h. das Integral 



''•^i 



f-är ^""-^^^^ l 



-H 2 r»Cos. ©-»-?*•" Sin,© Sin. '^'"^''^ % 



für alle zwischen — 'k und + it Hegenden Werthe von 0, so wie für alle reellen, 
positiven Zahlenwerthe von m und /i, die der Ungleichheit m+ 1 < 2/i genü- 
gen, als begründet. 

3. 

Zur zweiten Anwendung nehme ich die von Herrn Cauchy in einer zwei- 
ten, neben der am Eingang erwähnten Note roitgetheilten zwei bestimmten 
Integrale. 



Wenn 



(2) 



j — ( ll- «)" (1 + «)• + (> + «) "■(! ~ g)' da 
J' (Cos.© + taSiii.e)-*" *1-«»' 



-1 



B :s / (l - «r (1 + «)' ~ (i + g)r (1 " g)" da 
J t(Cos.0 + iaSin.0)»*» 'l-a* 

21* 
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gesetzt wirdy so gelangt niaa zu 

^ — ^' — ff (Cos.© dbicrSin.©)"^"^^ "^ V (Cos. Ö =F »«Sin.©)"»- ^^^ • 

wo die obern oder untern Zeichen zusammengehören. Ersetzt man im ersten 

f^^i l""f 

dieser Integrale die Integrationsvariable a durch | und im zweiten durch |T^» 

so ergiebt sich folgende Bestimmungsgleichung: 



die, wenn der Einfachheit wegen einstweilen p =zdb20 gesetzt wird» mit fol- 
gender gleichbedeutend ist: 

Dieses bestimmte Integral entspricht, wenn m und n positive reelle Gros- 
sen sind, allen Anforderungen des aufgestellten Theorems, falls nur a = e^^ von 
— 1 verschieden angenommen wird. Erklärt man nun p für innerhalb — ir und 
+ 7r liegend, so darf man auch p =: setzen, und erhält: 

A — ISi—Z e Jci^f)«^» 

ü 

oder, nach (Nr. 217) meiner Integralrechnung: 



jr(«+«) ' 



I 



woraus die von Herrn Cauchy aufgestellten Ergebnisse: 

(2.0 { ^^"-^"^ 

folgen, in denen nach den obigen Feststellungen 6 zwischen — j^r und + l^r zu 
liegen kommt. 
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4. 



Wird, um noch ein von Herrn Cauchy ohne Beweis gegebenes Resul- 
tat nachzuweisen, in dem vorhin durch A ausgedrückten bestimmten Integrale m 
durch 3(171+1) und n durch |(/n — 1) ersetzt, so ist: 



i 



(Cos.0+taSin.0)* — -* f («) ^^'•^• 

Da 9 zwischen — ^n und +)7r fallt, so kann Tang.0 alle reellen, nicht unendlich 

gross werdenden Werthe bekommen. Wird demnach Tang.@ durch ~ ersetzt, 
so erhält man 



i 



(iL a^)<i>n-3)rfa _ ,r\(m - 1) n(mjf- 1)^ _ _a 



wo n nolhwendig von Null verschieden ist Berücksichtigt man noch eine Eigen- 
schaft der Function r (Gl. (^) in Nr. 222 meiner Ir.), $0 erhält man auch : 

/,x /a-«')i^-«, jr|(i!^l) j? 

wo m eine beliebige reelle positive Zahl und grösser als 1 ist. Eben so sind a 
und b beliebige reelle Zahlen ; bloss mit der Beschränkung, dass a von Null ver- 
schieden sein muss. 

6. 

Sehr brauchbar ist das obige Theorem, wenn Ergebnisse des Integrirens, 
welche allgemeine, reelle Constanten enthalten , MÜ imaginäre oder gar com- 
plexe Werihe derselben zu übertragen sind ; wovon hier schliesslich ein Beispiel 
folgen soll. 

Wie bekannt, ist 

(4.) f^-^e-^ dr^rrT' r(fl) ; 



wo a und m reelle positive Zahlen sind. Geht in dem bestimmten Integrale r 
in r^' über, wodurch solches zu 
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wird, 80 entspricht dieser Ausdruck, mit der für m getroffeaeD Feststellung, allen 
Anforderungen des Theorems, wenn man p bloss derWerthe von — \it bis +|ir 
fähig erklärt Es liefert demnach dieses bestimmte Integral für die eben erwiho* 
tcn Werthe von p denselben Werth, wie bei der Annahme /> = 0; folglich ist 



oder auch 



Wird nun mCos./? = a und mSin.;? = ß gesetzt, so ist 

woraus folgt, dass die Integraibestimmung in (4) noch Bestand hat» wenn auch m 
eine complexe Zahl a + ßi ist; wobei jedoch der reelle Theil a nicht negtUw 
sein darf. 

Anmerkung. Streng genommen darf a nur insofern gleich gesetzt 
werden, als man dem Ausdrucke r^e"^^^ beim unendUchen Wachsen von r (wo a 
reell und positiv ist), den Grenzwerth anweiset. 

Zürich, den 13. Novbr. 1848. 
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9. 

ZtirückfOhmng der Warzelform einer 

algebraischen Gleichung 

auf die Integration linearer partieller, oder ancli eines Systems 
simnltaner gemeiner Differentialgleiclinngen erster Ordnung. 

(Ton dem Herrn Dr. Baabe^ Professor der Math, an der UniTersiat za Zürich.) 

(Au den MitthaOoDgan der natnrfonchenden GeieUichafI so Zdrich.) ' 



1. 

In dem allgemeiaen Ausdruck 



(1.) a^+Jö|X*"* + fl,x*^ + a^i» + a» = 

einer algebraischen rationalen Gleichung mten Grades» stellen wir uns unter den 

Q>efiicienten CI19 a^ a^ beliebige» Ton op unabhängige Zahlengrossen vor» die 

unter einander in keiner gegenseitigen Beziehung stehen. 

Werden die m Wurzeln der Gleichung (1) durch ^1 9 ^1 5 ^3 5 ^m 

bezeichnet, so ist bekanntlich irgend einer der CoefHcienten in (1), etwa a«, wenn 
derselbe noch mit (*— 1/ multiplicirt wird» der Summe aller Combinationen be- 
sagter m Wurzeln zur Aten Classe, ohne Wiederholungen, gleich, wo die in je- 
der Combinationsgruppe vorkommenden k Wurzeln als gegenseitige Factoreo 
auftreten. 

Dieses vorausgeschickt» stellen wir die Gleichung (m — I)ten Grades» 
welche» mit Ausnahme der einen Wurzel x^ (wo p alle Werthe von 1 bis m ha- 
ben kann)» alle übrigen Wurzeln mit der Gleichung (1) gemein hat» durch 



(2.) x"^' + (p),ar^ + (p^x'^ + (p)„^a; + (p)^, = 

dar. Alsdann finden unter den Giefficienten (p)i ^ {p\ ^ {p\ , {p)m^i d>^ 

ser» und denen a^ , a, ^ o, ^ •••••. o;. der vorgelegten Gleichung (1)» folgende ein- 
fache Relationen Statt : 



Oi — (p)i — ^P9 
(3.) 



Ok — (p)f or^ip)k--i ^ 



^m ^ — ^p(p)ni^l ; 

WO die ganze positive Zahl k alle Werthe von 2 bis m -^ 1 haben kann, und wo 
irgend ein Symbol (pX die Wurzel a:^ nicht enthält 

Aus diesen Relationen ergeben sich nach und nach, von der ersten ausge* 
gangen, folgende andere: 

(p)i ~ai + Xp^ 
(4.) l ^P^* ~ ^a+ ^1^/» + ^? 9 

(p)-.-i = öm-i + ö^-aX^ + ö».8X^ + a,x;^* + a^"*. 

Geht man hingegen von der letzten Relation in (3) aus, so gelangt man zu den 
Gleichungen 



l;?;^l — — ^^ , \p)m^——^ — 9 W~-3 = — ij ^ ^» 

u. s. w. 

von welchen wir jedoch im Folgenden keinen Gebrauch machen werden. 

Die hier aufgestellten Ergebnisse setzen stillschweigend voraus, dass der 
Grad der Gleichung (1), also die Zahl m. mindestens gleich 2 sei. 

2. 

Irgend eine Wurzel der Gleichung (1), z. R die Wurzel Xi, kann als 

Function der Coeflicienten (ti^ a^^ a^ ^ a^ angesehen werden. Stellt man 

sich in dieser (zwar unbekannten) Function, eben die Coefficienten durch die be* 
kannten symmetrischen Functionen der Wurzehi (wie etwa die Gleichungen (3) 
sie angeben) ersetzt vor» so darf die zuerst erwähnte Darstellungsgleichung von 
Xi nach jeder der m Wurzeln für sich, oder partiell dijferenlüri werden. 

Wird die partielle Differentiation zuerst nach Xi ausgeführt, so gelangt 
man zunächst zu: 
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"" 1/04 «/x, <fo) </47| i/O) &?! dam dx^ 

Wird in den Gleichungen (3)/> = 1 gesetzt» so folgt aus denselben: 

mithin geht das vorige partielle Differentiations^Ergebniss in 

üben Wird ferner dieselbe, im Eingange gedachte Bestimmungsgleichung für 
Xi nach 0:2 partiell diffcrentiirt, so gelangt man» da o^i yon a?2 unabhängig ist, zu* 

nächst zu : 

dxi rf»i dxj da^ &P, dät &f, dä^ 

doj^ dx^ da^ dx^ dat rfr, rfa«, c/x, * 

Setzt man in den Relationen (3) p = 2, so ergiebt sich aus denselben: 

g ^ - (1) . g = - (% . g = - (% ..... . ^ = -(2)„ ; 

folglich geht das obige partielle Differentiations-Ergebniss in 

üben Wird weiter dieselbe gedachte Bestimmungegleichutig nach a:^ partiell 
differentiirt, so gelangt man» ähtilich wie zu den eben aufgestellteif/ zu der fol* 
genden Gleichung: 

Fährt man auf diese Weise fort, so gelangt man zuletzt zu einem partiellen Diffe- 
rential »Ergebniss nach a:„ von folgender Form: 



Multiplicirt man diese, durch partielle Differentiationen nach Xi, x,, X3, x^ 

in (5, 6, 7^ , 8) erlangten Ergebnisse nach der Ordnung ihrer Folge mit 
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^9 ^9 ^3 ^9 ^^^ nimmt die Summe^ so erhält man folgendes Summen- 

Ergebniss: 

IS-^ * ^2W'^+ fel-w-"* = -"'■' 

wo die SummenzeiclieD über alle ganzen Zahlenwertfae von'l bis m sich er- 
strecken, und wo wir unter h irgend eine ganze Zahl, Null mitbegriiTen, verstehen. 

Ersetzt man hier die Symbole Cp)u(:P)2f ip)in^i gemäss den Gleichun** 

gen (4), und bedient sich folgender abkürzender Bezeichnung: 

(9.) S, = xi + a;i + xi + xi, 

so stellt sich das zule&t erlangte Summen -Ergebniss folgendermaassen dar: 



(I.) 



l^Si* ^+ G^4*.i + öl- *^^a) Ji^+ (*^Ä+a + ^1 • ^A^i + ^* *^*) Aji 






wo der geringste Werth von m, wie schon gedacht, 2 ist, wo aber h alle ganzen 
positiven, so wie negativen Werthe, und auch den Werth Muli haben kann. 

Bekanntlich ist Si (wo X/ irgend eine ganze Zahl, Null mitbegriflen, ist) 
durch die Coeffidenten und durch die Gradzahl m der Gleichung (1.) darstellbar; 
also haben wir in (1) eine lineare partielle Differentialgleichung zwischen der 

Wurzel Xi, als der relativen Variable, und den Goefficieuten n^, a^, a^ der 

Gleiciiung (l.X als den absoluten Yariabieln, die von nicht unbedeutendem Wer- 
the bei der Bestimmung der Wurzelform einer Gleichung vom mten Grade ist 
Wird ferner die oben angedeutete Willkürlichkeit der Zahl h in Betracht gezo- 
gen, so zeigt sich weiter die unendliche Mannigfaltigkeit dieser aus (I.) zu ziehen- 
den linearen partiellen DifTerentialgleichungen ; von denen jedoch, wie sich von 
selbst versteht, blos m unter einander wesentlich verschieden sind. 



3. 



Ehe wir zu einer nähern Discussion der partiellen Differentialgleichung (L) 
übergehen, stellen wir die bekannten Relationen auf, welche zur Bestimmung von 
Sx aus Gleichung (9.) führen. 




Erstens hat man, wie aus der Gleichung (9.) tiiimittelbar folgt: 

(10.) 5o==m. 

Z(veäens finiet für alle ganzen und positiven Werthe von r=sl bisr=:m, 
die Recursion : 

(11.) Sr+ai.S^i + at.Sr^ + flUi.Ä+ra^ssO 

Statt. 

Drittens hat man für alle gans^en Werthe von r die Recursion: 

(12.) -SL^ + £ii.5.,^i + ö«.5„^»^+ 0^.5, = 0, 



die^ wenn r positiv gesetzt virird, als Ergänzung von (11.) zur Bestimmung von 
Si anzusehen ist, wenn % ganz und positiv ist. 

Viertens folgt aus (12.), wenn r negativ und ganz« aber numerisch klei* 
ner, oder höchstens gleich m ist, mit Zuziehung der Gleichungen (10 u. 11), fol* 
gende Recursion : 

(13.) a«,S^+ö^i.S^i+ ö««^i.Ä.i + r/Vn. = 0. 



Funßens ergiebt sich, ebenfalls aus (12.), wenn r durch '^ni'^r ersetzt 
wird, folgende Recursion: 

■ 

(14.) g,.«SU..^+<i«-i.5',— ^i-4-g,.-a..y , rrt+ ai.5U_i+Ä, s= 0, 



die, mit der Torhergeheadeo vereint, zur Bestimmang Ton 1SL4 für alle ganten 
und positiven Werthe von X benutzt werden kann. 



4. 



• • - t 



Setzt man nun. in der allgemeinen linearen partiellen Differentialgleichung 
(L) AssO, so nimmt solche 9 die Gleichungen (10 u. 11) beachtend, folgende 
sehr einfache Form an: ». . ,• 



•» 



(15.) m^+(m~l)a,5- + (m-2)öa;;^+ ^•^'«-»rfä"^ "*• 

Integrirt man diesen Ausdruck nach der Lagrange' sAitn Verfahrungsweise, wel- 
che ich in (Nr* 567.) meiner Integralrechnung ebenfalls mitgelbeilt habe, so 



00. <» 
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gelangt man» mit Uebergehuog aller Zwischenrachnungen, zu folgender Integral- 
gleichung: 

(16.) ^1 == — J^ + y(Äi9 *a> *3' ^»-i) > 

wo das zweite Glied rechts eine willkürliche Function der m -^1 Grossen £|. b^ 

b^, b,^i ist, die wir in der Folge einfach durch tp darstellen werden. Die 

Grössen Ä|, Äj, b^, b^^^i, hangen von den Coefticienten der vorgelegten Glei- 
chung (l.) in der Weise ab, dass, wenn k einer der Zeiger 1, 2, 3» .,... m — 1 
ist, die Grosse b^ durch folgende Gleichung bestimmt wird : 

(17.) *. = »~i-<'.('7 )2 + ''«-("~a* )0 

WO ein Symbol wie (^j den Coefficienten von x^ in der Entwickelung des Bi- 
noms (1 + aiy ausdrückt. 

Dieses Ergebniss (16) erledigt zum Theil die im Eingange, in (Nr. 2) an- 
geregte Aufgabe, welche die Darstellung einer Wurzel jTi der in Rede stehenden 
algebraischen Gleichung als Function ihrer //? Coefficienten Oi, n^, a^ ver- 
langt Man sieht nämlich aus diesem Ergebnisse j^ dass besagte Wurzel noch 
von einer Function 9 abhängig ist^ die bloss die m — 1 Argumente bi^b^y ••• b^^^ 
einschliesst, deren allgemeiner Repräsentant durch bk in der Gleichung (17) gege- 
ben ist. Ueberdies nehmen wir aus demselben Ergebnisse in (16) ab, dass das bei 
den Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades übliche Verfahren, das 
iweite Glied, ehe zu deren Losung geschritten wird, wegzuschaffen, allgemein 

bei jeder Gleichung zu befolgen sei; worauf namentlich das Glied -^ in der Glei- 
chung (16.) hinweiset. Ersetzt maq nämlich in der vorgelegten m-gradigen Glei- 

chung (1.) die Unbekannte x durch r- ^^l + g)) so erhalt man in Bezug auf gi 

abermals eine Gleichung mten Grades, ^n welcher das zweite Glied fehlt und in 
weicher die Coefficienten der übrigen Glieder genau die durch bi^b^^ .•••• b^^x 
vorgestellten Grossen sind ; daher auch der Werlh von op eine Function dieser 
m — 1 Argumente sein muss. 
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5. 

Die allgemeine partielle Differentialgleichung (l) sind wir nun mittels des 
Ergebnisses (16.) in eine analoge umzubilden im Stande» in welcher 9 die relative 

Variable ist und die m — 1 Argumente bi, b^f ^»-i ^^'^ absoluten Variabein 

vorstellen. . 

Man kann zu diesem Ende die partiellen Differentialquotienten von Xi, 
nach Oiy a^ a^, aus (16.) entnehinen. So z« B« wird man 

ito.-Ä, V 1 rdb.^\ 2 rdb,- (-*> ^ ^dbZi 

finden, wo der Kürze wegen a statt -^ geseist ist. Diese Bestimmung, so wie die 

der jibrigen partiellen Differentialquotienten , die sich auf ähnliche Weise aus 
{16.) entnehmen lassen, wird man in die allgemeine partielle Differentialglei- 
chung (I.) einführen« und hierauf die Grössea^s, a^, a^, der allgemeinen 

Gleichung (17.) gemäss, als Functionen von bi, b^» 6^-1 UQ^ ^ ersetzen. 

So gelangt man zu der partiellen Differentialgleichung, welche 9 als 
Function von bi, b^ b^^i enthält Da aber in dieser Endgleichung die Grosse 

a oder ^ nicht mehr vorkommen darf , so kann die Umbildung um eip Bedeu- 
tendes vereinfacht werden^ wenn^ nachdem ähnlich wie vorhin, sämmtliche par- 
tielle Differentialquotienten von Xj aufgestellt worden sindg die> in denselben 
explicite noch vorkommende Grosse a durch irgend einen constanten, jetzt durch 

den Nullwerth, ersetzt wird. Diesemnach hat man statt ^ den Ausdruck : 
'Fl 1 /«• — 2\ d(p /m^k\ dcp ^ V 1 

"«I/+1 1 >»dr,-*" K 1 hdbM-*- «-»ÄrJ' 

und statt der partiellen Differentialquotienten 

dx^ dxi dxx 

^. ^ da^ * da^ ^ da„, ' 

bezil^hlich folgende : 

dtp dq> dq> 

dbr ' db^ db^li 

in die allgemeine partielle Differentialgleichung {JL) einzuführen und, nachdem 
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solches geschehen, die Grössen Oi ^ a^ ^ a^ y a^ bezüglich durch ^ bg, 

bf y b^^i zu ersetzen. 

Dieses Alles ausgeführt « gelangt man zu folgender linearen partiellen 
Diflerentialgleichung : 



(H.) 



(s-u^ + ^5V,+ *,Ä'*,, + S*i'S'»)g 



^5'i^<.,„-.l + bi *S'ä+«,-8 + b„,^ iSVrt + •"jjpÄ.i,..^^^ dbm-^l 



£ c/ ^h 



wo unter S^i der ^^erth von Si zu verstehen ist, wenn man Oi^Otja^y •••••au 
beziehlich durch 0, bi ^ b^y ..•..Ä|„.i ersetzt 

Der kleinste Werth von rn ist hier noch immer 2; die Zahl h ist hier nnr 
•ngehbarer ganzer Werthe fähig, weil bei der Annahme A = die eben gefan- 
dene partielle Differentialgleichung in die Identität 0=0 übergeht 

6. 

Erwagt man, dass gegen^rtig folgende Gleichungen besteben : 

S'.=^m j S'iZizO , S\ + 2b^=i0 , iS'3 + 3Ä, = 0^ 

io wie, dassfür alle Werthe von r s4 bis r = m folgende Gleichung Statt findet: 

S\ + b,S'r^ + b^S'^ + b^,S'^+rb^ = 0, 

so zeigt sich » dass die allgemeine partielle Differentialgleichung (II) für A :=: in 
folgende fibergeht: 

(18.) 2t.g+»«.g + 4i,g + ».*„^ = 9 

Diese lineare partielle Differentialgleichung integrirt, giebt 
(19.) tp = ybi.<p'(,Ci , c, , Cj , c„.t) , 
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wo 9>' eine auf die Grossen c^ Cjy .....c»^ sich beziehende willkürliche Func- 
tion ist» die wir in der Folge einfach durch 9' andeuten werden* Für die neu 

eingeführten Grossen Ci^c^^ r^., hat man, wenn k einen der Werthe 

l)2^39.....m — 2 Torstellt, die aligemeine Gleichung 

(20.) ^4=.^. 

Dieses Ergehniss (19) führt die Eingangs. (Nr. 2) angeregte Frage um 
einen neuen Schritt der Erledigung zu. Mittels desselben geht nämlich die Glei- 
chung (16) in folgende über; 

(16^) »1= -rJ + V*i-9'(^i»^aj^ss ^— «)^ 

aas welcher folgt, dass die Bestimmiiog von Xi nur nodi toq der Ermittelung ei- 
ner Function 9' abhangt, die lediglich noch die m — 2 Argumente Cf y Cs^..«.c,^) 
enthilt 

Anmerkung. In dem hesondern Falle m = 2, stellt die hier eingeführte 
Function 9' nur noch eine Zahlenconstante vor; d. h. wenn Xi eine Wurzel der 
Gleichung zweiten Grades a^ + OxX -I- n^ = ist, so hat man nach (16) : 

xi = — ifla + cJ/Äi = — Jfl^ + cl/(öa— JöJ) ; 

wo c die besagte Zahlenconstante ist. Führt man diesen Ausdruck der Wurzel 
in die Gleichung zweiten Grades ein, so gelangt man zu c^H- 1 = 0; und wenn 
diese Gleichung aufgeluset und das Ergebniss von c in den vorigen Werth von 
Xi eingeführt wird, so gelangt man auf die bekannten Wurzelformen einer Glei- 
chung zweiten Grades. 

7. 

Nach der unmittelbar vorhin gemachten Bemerkung dürfen wir nunmehr 
die Annahme /n = 2 ausschiiessen ; so dass in der noch übrigen Umbildung der 
partiellen Differentialgleichung (II) der kleinste Zahlenwerth von m gleich 3 ist. 

Zu dieser Umbildung, die zur Bestimmung von 9' abermals eine lineare 
partielle Differentialgleichung geben wird, entnehmen wir aus (19) die partiellen 
Differentialquotienten von 9 nach bi^b^^ .•.••^„-a; was auf folgende Gleichun- 
gen führt: 
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wo k die Zahlen 2, 3, 4, m — 1 sein kann. 

Führt man diese Bestimmungen, wie die von 9 aus (19), in (II) ein, so 
gelangt man zu einer Bestimmungsgleichung der Function cp'. Diese hangt le* 
rdiglich von den neu eingeführten Argumenten Ciy c^^ ••••Cm-« ab; also darf die 
in der besagten Beistimmungsglefchung exph'cite noch vorkommende Grosse b^ 
durch jeden constanten Zahlenwerth, im vorlegenden Fall am bequemsten durch 

die reelle positive Einheit, ersetzt werden. Diesemnach wird man statt i^- den 
Ausdruck 

ZU setzen und darauf 

-^ durch 2 Vcjk^, ^^ ^ (von Ar = 2 bis Ä =» m — 1) 

und die Argumente ^i > &a 9 A3 , b^^i beziehHch durch l^Ycu Yc^y^^Yc^^^^ 

zu ersetzen haben. 

Nimmt man alle diese Aenderungen mit der partiellen DifTerentialglei- 
chung (II) vor» so gelangt man, zur Bestimmung von 9^ auf folgeode linieare par^ 
tielle Differentialgleichung: 

(III.) AVc^^+AVc,^^-^ ^, y^i + ..... ^^ )/.^^ 

wo zur Vereinfachung der Darstellung die Gleichungen 

3 2 

^a = Ä'^iW + (1 - 2 V05'';i^i + l^r, S'', 

festgestellt worden sind. Für alle ganzen Werthe, von A => 3 bis A ss m — 2^ 
besieht folgende Gleichutig: 
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In allen diesen Gleichungen stellt S'\ den Werth von S\ vor, wenn in diesem 

die Argumente &i 9 &t > ^3 9 bm^i bezüglich durch 1 , yc^ ^ j/c« ^ '*«-K^«r-a ^r* 

setzt werden. Der kleinste Werth der hier auftretenden ganzen Zahl m ist 3; 
die Zahl h endlich kann» mit Ausnahme des Nullwerths, so wie der positiven Ein- 
heit , fiir welche Werthe die Gleichung (III) auf Identitäten führt , alle übrigen 
ganzen Zahlenwerthe haben. Schliesslich bemerke ich noch, dass da, wo man bei 
einer speciellen Verfügung über m oder h auf Cq gefuhrt wird, dieses durch die 
reelle positive Einheit, so wie jedes c^ durch die Null zu ersetzen ist. 

Anmerkung. Die partielle Differentialgleichung (III) ist es, auf die ich 
bis jetzt gelangen konnte.; ihre Integration erfordert, wie bekannt, die vollständige 
Integration eines Systems von m — 2 simultanen gemeinen Differentialgleichun- 
gen ; welches Endziel ich jedoch bis jetzt vergebens anstrebte. 

Zürich , am 2. Decbr. 1850. 
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10. 

Ueber den gegenseitigen Zusammenhang einiger 

Functionen. 

(Von Herrn Dr. Raabe^ Prof. an der Universitfit zu Zürich.) 



(Auf den MittheilangeD der nttarforschenden Gesellichtft in Zürich.) 

1. 

JLrie Integralrechnung 9 die Quelle neuer Functionen » giebt auch ^ie 
Hülfsmitlel ihrer nähern Erforschung und zeigt die Wege zur Kenntniss ih* 
rer gegenseitigen Beziehungen. Ein kleines Beispiel davon wird die vorliegende 
Mittheilung geben, wo folgende drei Functionen von zl 

(I.) g>(«) = l+3 f+ro+riXö+tflirO-*- ' 



(Z.) •Ki>{z)— 1— 3*2"*"5*2.4'~7'2.4.6"*"»*2.4.6.8~ » 

(3.) /(z) = l + (l-3)o + (l--ä- + g:)o:3+(l-3 + 5--7)lX8T^"» 

in denen die Reihen rechts für alle^Werthe von z convergent sind/ itk gegenseitige 
Beziehungen, werden gebracht werden. 

I. Für jeden positiven Werlh von a ist 

wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Vollzieht man die 
in den Klammern enthaltenen Quadraturen, so ergiebt sich 



^rf^»^*= ^y^'JviiZasy'^r ' 




10. Baabet iäer de» gegaueUigM Zuaammmhang einiger I^mietkmm. 179 
Ersetzt man x durch x^a, \ + ay durch y, und a durch — so erhalt man 






WO nunmehr a reell und positiv sein soll. 

INFun ist nach Nr. 200 meiner Integralrechnung ; 

und eben so habe ich in Nr. 16 der Züricher Mittheilungen: 
<4-) Ji^dx=.\'xer-e'fyicy{af(a)) 

gefunden; daher findet die Gleichheit 

(5.) tj;(20 = ^-^n7(^) ^ oder if^ (2 z)» = e-*/(z) 

Statt; welche eine der angekündigten Beziehungen ausdrückt. 

II. Auf eine zweite Beziehung führt folgender Ausdruck: 

wo a und ß reelle positive Constanten sind. Vollzieht man die bestimmten Inte» 
grationen innerhalb der Parenthesen nach (Nr. 162 und 164) meiner Integralrech* 
nung, so gelangt man zu der Gleichung: 



^/i^''- = Vijr<-(''-'r/)</r. 



die, wenn ß durch -^ ersetzt wird, in folgende übergeht 



p-''^-"'y^^J'fh'''' 



in welcher ß reell, a aber reell und positiv ist. 

23 
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Ersetzt man die Integrationsvariable j^ durch y — y» nimmt dann a = £i, 
ß:=2b + 2ac,y^=^c an, und ersetzt hierauf die Integrationsvariable x durch 
{b + 2ac)x, so hat man auch: 

C V 

wo h und c reell sind, a aber ausserdem noch positiv sein muss. Berücksichtiget 
man die oben in (4 und 5) aufgestellten Ergebnisse, so geht die Gleichung in fol- 
gende über: 

aus welcher auch leicht folgende gefunden wird : 

(7.) f-^-^^>'>äy = i[(* + 2a.)^,(S:t^)-HO] ' 

wo, wie oben, b und c reell, a aber auch noch positiv sein muss. 

Um nun zu der angekündigten zweiten Beziehung zu gelangen, vollziehe 
man das bestimmte Integral links in der letztern Gleichung, unter der Annahme 
c = 00 , indem man den Factor c"*^ in eine nach aufsteigenden Potenzen von y 
geordnete Reihe auflöset. Werden hiebei folgende Hülfsgieichungen zugezogen : 

1.2.3.4 2pJ/ ^ y «y —2 1.2.3.4 p \ia) Y a 

r' 1 

und Je~''yy^dy = l.%.ZA....p.-^i, 



so gelangt man leicht zu: 



Das Ergebniss in (6) führt aber, c = gesetzt, zu: 

(6'.) /-<-»-'.'rfy = jVi^i.=^,ß-J ; 
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und so gelangt man durch die Annahme j^ == a * zu folgender zweiten Bege- 
hung: 

(8.) ir'x|K22) = g)C2z>. 

Stellt man dieses Ergebniss mit dem in (5) dargestellten zusammen, so er- 
geben sich für die drei aufgestellten Functionen folgende gegenseitige Bezie- 
hungen: 

(A.) <p(z)* = e^fC^t) , a|)(z)» = «-i»/r|«) , 
die mit den folgenden zugleich bestehen : 

(B.) ^(z) = ^yf(\t) , y^ity^e-l^y/dz) , 9(0'^W=/(ls), 
wo in den beiden erstem die zweite Radix nur die positive Bedeutung hat 



2. 

Wir gehen nun Ton einem allgemeineren Doppel-Integrale als dem in (1) 
▼origer Nr. aus, nämlich von folgendem : 

wo ß reell, a aber reell und positiv ist. 

Berücksichtiget man eines der Ergebnisse der in der vorigen Nr. citirten 
Mittheilung (16), so hat man den Ausdruck 



y^(l-^«3f)*" Jx = ße'U^^-y)^y\f[(l + ay)ß^\ , 



welcher, beachtend die zweite der Gleichheiten (B) in voriger Nr., mit folgendem 
gleichbedeutend ist: 



fi 

2 

Diesemnach geht die hier vorgelelegte Gleichung in folgende über: 

■ 



t l-i^ax 



-,dx =:fy(2ß'(l + ay))e''dy , 
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welche» wenn a durch a^ ersetzt ^'rd, weiter folgende giebt: 

t/o « 

wo a und ß reelle Grossen sind. 

Ersetzt man in dem bestimmten Integrale links o? durch ~, so wie dann 

in dem ganzen Ausdruck a durch - und ß durch b, so gelangt man zu: 
was durch gegenseitige Vertauschung von a und 6 auch Folgendes giebt: 

n 

Nach der Gleichung (12) der oben erwähnten Mittheilung ist aber : 



so wie nach der Gleichung (8^) derselben Mittheilung: 

I 





y^--^Va;.y^-''jx===flÄH(«'-^*')vr/(öV(^')] ; 



oder auch, beachtend die zweite der Gleichheiten (B) in der vorigen Nr.: 



Daher führen die vorhin aufgestellten zwei Gleichheiten zu folgender: 
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Wird noch im erstem dieser zwei bestimmten Integrale die Integrations- 
Tariable y durch ä'(j7 — 1), und im zweiten dureh c?{x — 1) ersetzt, so gelangt 
man tu: 

I 1 M%»U 

oder auch zu 

/Ji(2ax)^-^'Jx+yJ(2Ä.T)e-«'rfa:= g-^- 2a|;(2€i)aI;(2Ä); 

wo a und h angebbare, reelle und positive Grössen sind. 

SB 

Geht hier die Integrationsvariable oom-^ über« und ersetzt man hierauf 
a durch ca^ so wie b durch cb^ so gelangt man zu: 

f^{^2ax)e-^'dx+f^{2bx)e'^'dx = g-^— 2ca|;(2£:a)a|)(2cA) ; 

wo c alle, nicht negative« reelle Werthe haben kann. 

Wird hier c immer kleiner und kleiner angenommen, so wird auch der 
Subtrahendus rechts vom Gleichheitszeichen immerfort kleiner, so dass man zu* 
letzt zu folgendem Resultat gelangt: 

(9.) /^(2ax)e'^da; +f^(2bx)e'^dx - ^ . 

Subtrahirt man von diesem das vorige Ergebniss, so erhalt man : 

(10.) f^h{2ax)e''^'da:+/^{2bx)e-'^da; = 2ca|>(2cö)'ij^(2cÄ) ; 

wo fit, b und e reelle positive Grossen sind. 

Nimmt man die beiden erstem Gleichheiten iq (B) zu Hülfe, welche 
= e^(p(^z) geben, so hat man auch: ^ 

(9'.) /C9'(2aa;) + g)(2Äx)]c-'-*>'.ixr=2^ , 

(10'.) /[^(2ax) + y (2 **)]«-<•**>* rfar = 2ce-<'**>'yi2ca)tpi2cby, 
vas für dieselben Werthe von a, b, c wie die obigen bestehet. 
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Aus den zuletzt erlangten Ergebnissen lassen sich leicht Diflerentialgl«- 
chungen erster Ordnung für jede der hier vorgelegten Functionen herleiten^ 
Wird in der Gleichheit (10) a = Ä = § angenommen, so erhält man: 



/^(x)e-l''da: = ca|;(c)». 



Dlfferentürt man diesen Ausdruck nach der allgemeinen Con staute e, so gelangt 
man unmittelbar zu 

Ersetzt man c durch z , so erhält man 

(l'O tj;(z) -I- 2zi\),(z) = e-i*; 

welches eine der angekündigten Differentialgleichungen und wo in gewohnter 
Weise der DifTerentialquotient vonipCz) nach z durch 'i|)|(£) ausgedruckt ist. 
Wie Ausgangs der vorigen Nr. gezeigt, hat man: 

demnach ist auch : 

'4^i(«) = — 5^ 9W+^ 9iW. 

Führt man diese Bestimmungen in die aufgestellte Differentialgleichung (11) eio,. 
so gelangt man zu folgender zweiten Differentialgleichung erster Ordnung : 

(11.) 9(z) + 2^9),(z) = l + z9)(z), 

welche der Function (p{z) angehört, und die man auch direct aus der Gleichheit 
(10^) der vorigen Nr. hätte entnehmen können. 

Endlich findet man aus diesen, mit Hülfe der einen oder andern der bei- 
den erstem Gleichheiten in (B), folgende Differentialgleichung erster Ordnung 
für die Function /(z) : 

(1 - *)/(«) + zMz) = c"*V[/(*)]. 
die auch in folgender Weise ausgedrückt werden kann : 



-Ix 



^mn -,/(,) =e-'■m^). 
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Oder, wenn z/'(2) z=:ß{z) gesellt wird, so hat man die Differentialgleichung er- 
srer Ordnung: 

(11".) /i(z) -/(*) = ^-y^Vf'i^)' 

Führt man noch rechts die Function i|) ein, so nimmt sie folgende noch einfachere 
Form an : 



4. 

Wir geben noch ein Paar Sununationen , die sich als Verificationen eini- 
ger der bisher gewonnenen Ergebnisse ansehen lassen. 

Aus den Begriffsgleichungen (1 und 2) erhält man leicht folgende: 



(- D* 



aj,(2a^)«-*-+a|;(2Äx).-==^^-f^|X3Ä-2r:n-^"*'^"*' + ^«"^» 






[9(200-) + sP(2M^-^-^''== £1,3.5:7 l..(2*%Hl) ^^'^ 



Multiplicirt man dieselben mitc/x und integrirt sie hierauf von x = bis x sOD, 
so gelangt man, mit Zuziehung der Ergebnisse in (9) und (9') der zweitrorher- 
gehenden Nr., zu: 

. ^" (-1)* r/g\^^\ /ft\*^^i 



(12.) { n _^-- (-1)* 1 a*4-6* 



2nfl4)~ Jlo2*+I ^_Lj (a + 6)*-^»' 



2 



WO (""j) der Cocfficient von y* in der Entwickelung des Binoms (1 4- y) ist. 

Die ohne Ende fortlaufende Reihe in der erstem dieser zwei Gleichungen 
ist nur für o = Ä convergeot. Diese Annahme führt auf die bekannte Leibnitz- 
sehe Bestimmungsgleichung: 

11111 



W 






Die Reihe in der zweiten obigen Gleichung convergirt zwar für alle positiven 
reellen Werthe von a und b gegen einen endlichen Grenzwerth, der Minimum- 
werth jedoch des Bruchs 
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(a + 6)* 
findet sich für a=: b. Daher hat man für diese Annahme: 

, _ l 1.2 1.2.3 1.2.3.4 



3^3.5^3.5.7^8.6.7.9 



WO die Reihe schneller als eine geometrische Progression mit dem beständigen 

Quotienten 2 abnimmt. 

5. 

Die unendlichen Reihen, durch welche wir in Nr. 1 die Functionen 9(2;), 
if;(z) und/(z) deßnirt haben» convergiren für alle gedenkbaren Werthe von z 
gegen endliche Grenzwerthe. Daher finden die gegenseitigen Beziehungen die- 
ser Functionen nicht bloss fiir relle, sondern auch für imaginäre Werthe von z 
Statt, Diese Bemerkung wollen wir benutzen , um einige neue Functionen und 
ihre gegenseitigen Beziehungen zu finden, welche sich in ihren Folgen auch auf 
die in No. 1 vorgelegten Functionen von Einfluss zeigen werden. 

Ist / die imaginäre Einheit V— 1» und setzt man die Gleichungen 

(13.) a})Ui)=tp(5;)-zyr(Ä), 

f(zi) = F(z) + ir{z), 

wo der Kürz« wegen die Gleichungen 

. . _ - »» %* %^ 

*W — i — l.S.S + l 3 6 7 9-»"l,3 5- 7 9,11,13"»- > 

9 W — 1:3—1.3.5.7+1.3.5.7.9.11 - ' 



,« «« «• 



«p(z) — 1 — 2.4.5"*"2.4.6. 8.9 ~"2.4. 6.8.10.12.13"*" 

. . «_ »* ^ 

* W — 2.3""2.4.6.7+2.i.6.8.10.n~ » 



/ 1 1\ %* /"i 1 1 * 1\ %* 
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festgesetzt sind, so lassen sich unter den neu eingeRihrten Functionen 0(z), 4>^(^), 
^{z)..... manche benierkenswerlhe Beziehungen angeben. 

Aus den beiden erstem Gleichheiten (B) folgt 9(2)= t^ '^'{z). Geht hier 
z in ZI Aber« so gelangt man, mit Beachtung der Gleichungen (13), zu: 

!0 (z) = qs{z) cos A z + tf/ (z) sin » z , 
0\z)= ^(z)sinjc— *^(2)cos4z; 
aus welchen Gleichheiten sehr bald folgende gefunden wird : 

0(zy + 0\zf = rp(zy + qf{z)\ 

Jeder dieser Ausdrücke, rechts oder links vom Gleichheitszeichen, lässt 
sich leicht durch, eine ohne Ende fortlaufende convergente Reihe darstellen. 
Wird nämlich in der Gleichheit (11 Nr. 3) die Variable z durch zi ersetzt, so 
gelangt man zu folgenden zwei Differentialgleichungen: 

(15.) «^(z) + 2ztP|(z) = cosjz y iI^(c) + 2ztp'iCz) = sinj«; 

wo der unten beigesetzte Zeiger den ersten Djfferentialquotienten der betreffen- 
den Function nach z andeutet. 

Multiplicirt man die erste dieser Differentialgleichungen mit W(z), die 
zweite mit 4^(z) und stellt hierauf ihre Summe her, so gelangt man, wenn eine 
neue Function X;(z) durch die Gleichung 

X.U)==ip(z)'-f.il/(z)« 

eingeführt wird, auf die Differentialgleichung 

X;(z) + Z\(z) = 0(Z), 

die durch Integration zu 

zX; (z) = ^ +T0 (z) dz 

führt, wo A die Integrationsconstante ist. Beachtet man die Bedeutung von(I>(z), 
und vollzieht die Quadratur rechts, so erhalt man: 

1 a* 1 »• 1 %f 
zX(z)===^ + z-3 j-33-^5Y;3;5",-;g~y 



Wird hier z = gesetzt, so ergiebt sich ^ = 0. Demnach hat man, wenn 

(16.) \{z) = iu(zy + q^Czy = 0(zy + 0'(zy 
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gesetzt wird, folgende oben angekflodigte Bestimmung von X(z): 

n'7\ \{\ — i 1 *" 1 <* 1 »• 

^17.; K{z) — A — 31 3 5-^5- 1.3 5.7.9 7 1.3.5.7.9.11.13"*" 

Durch dieselbe, so eben eingerflhrte Function ^(z) kann auch die Summe 
der Quadrate von F(z) und /^(z) dargestellt werden. Erwägt man nämh'ch, dass 
die Gleichheiten in (13) auch dann noch bestehen« wenn /durch — i orsetzl 
wird, so gelangt man zu folgenden Gleichheilen: 

(18.) (pizi)fp(— zi) = \(z) , i|;(zi)a|^(— zi) = XQz) , 

(19.) Azi)/Q^zO^F(zy)+r(zyi 

Aus dem dritten Zusamnieohang ia (B. Nr. 1 .) folgt auch : 

g)(sO^(«0 =70*0 » gjC— «0'4'(— «0=/(— »«0; 

daher geben die unmittelbar vorhergehenden Gleichheiten folgende Gleichung: 

(20.) Fizy+rczf = x(2zyi 

welches die angekündigte ist, und Terroöge welcher die Gleichung (19) auch fol- 
gende Form annimmt : 

(19'.) f(t0f(-zi)=^X{2z)\ 

Ersetzt man wieder in den Gleichheiten (18. und 19^) z durch zi, so bat 

man zunächst: 

9)(z)9(— z) = X{zi( , 1^)(z)'\^)(—z) = X(zi) j 

/(z)/(-z) = M2^0% 
und vermöge der Begriffsgleiohung (17) der Function A/(z)y wenn 

1 »* 1 %' 1 «" 

(•21.) /x(z)=a l + ä'iXS'*" 5 1.3.5.7.9 "*' 7*1 .3. 5.7.9.11 .18 •*" 

gesetzt wird» folgende neue Beziehungen der im Eingange vorgelegten drei 
Functionen: 

V(z)(pi— z) = /a(z) , '^(z)'^(,— z) = ^(z) , 




wo die durch X;(z) und /u{z) ausgedrückten Functionen folgende einfache gegen- 
leitigc Beziehungen haben: 
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/jl(z) = ^(^0 » oder auch ^(z) = /u(zi) y 
(D.) { und in Folge dieser auch : 

Ich schliesse diese Mittbeilung mit der Bemerkung, dass die Werthuogen 
einiger im Obigen miigeiheilten bestimmten Integrale nicht nur filr reelle Werthe 
der in denselben vorkommenden allgemeinen Constanten, sondern auch für ima- 
ginäre "VVerthe derselben Statt finden. 

Wir wollen Dies gegenwärtig bei der Gleichung (70 und mithin auch 
bei der ihr gleichbedeutenden (6^) in Nr. 1. zeigen , indem wir nämlich das Be- 
standhaben derselben auch bei der Annahme bi statt b (wo i dSe imaginäre Ein- 
heit» nämlich Y — 1 ist) nachweisen. 

Ersetzt man in der That b durch bi, so geht (70 in 

/"e-^iCos by - iSmby)py = ly^c'S - J'ä 9(- 5) ^ 



über, woraus 



(22.) 






folgt; welche zwei Ergebnisse vollkommen richtig sind; wie es aus der Gleichung 
(71.) in No. 162 und der Gleichung (10«) in Nr. 197 meiner Integralrechnung 
zu sehen ist, allwo besagte zwei Integralbestimmungen direct gefunden werden. 

Diesemnacb findet jede der folgenden, unter einander gleichbedeutenden 
Gleichungen 

CSö.) 



für jedes reelle posiiire a Statte so wie für jedes reelle und noch reio imaginäre i. 
Zöricb. 1853. 
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11. 

■ 

Independente Berechnung der Sttirtn' sehen 

Reste. 

(Von Herrn Dr. phil. HeSermaun zn Trier.) ' 



§1. 

In einer frühern Abhandlung (Bd. 43) habe ich ein recurrirendes Ver- 
fahren angegeben für die Herleitung der Reste, welche zu/* Auflösung einer nu- 
merischen Gleichung durch Anwendung der Sturmscheti Satzes nothig sind. 
Hier will ich auseinandersetzen, wie unmittelbar jedef Coefßcient jedes Restes 
aus den Coefficienten der zu Grunde gelegten Gleichung zusammengesetzt ist. 

Ich gehe von der allgemeinem Aufgabe aus, den Quotienten 

• o^wsr *-h Ciliar^* -f» -hgn-m 

jgcaoar"' ~ ^^'^^ "*" ^^'^^^^ "*■ -f-^^pMiof + c„|a 



\ 

in einen Kettenhruch zu verwandeln, und entwickle zuerst einen Kettenbruch 
von der Form : 

p lix+pii {l+pi:(a?+pz:(l + +;?2n-2: (^r+p^i : 1), 

in welcher die Theilnenner abwechselnd x und 1 sind. Die Coefficienten der 
Reste, welche durch die Entwicklung entstehen, sollen in Uebereinstimmung mit 
den Coefficienten des gegebenen Quotienten durch r^], bezeichnet werden; und 
zwar so, dass der zweite Zeiger s den Rest andeutet, in welchem der Coefficient 
r^l, vorkommt, der erste Zeiger r aber die Stelle wo c^|, steht. Als allgemeine Re* 
cursionsformel uud als Ausgangspunct für die nachfolgenden Entwicklungen be- 
nutze ich folgende Gleichung: 

(1.) Cr^s =^ Co|iW ^r4-i)«-s — ^0:*-2^M-l(j-l • 
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Zunächst ist 

lind die Anwendung der Gleichung (1) fuhrt nacheinander zu folgenden Glei- 
chungen: 

— ' • X • ^^ ^ • * — — ■** "T" ^_ •l^»*'' •^^^•JF !• 



f^li Co|j c^iCe.% \ Coja <^|3 /' 

G0|i <H)13 C0I2C0I3 \ Cq'^ Co|4 '. •* / 

und allgemein : ' 
und zuletzt zu f 

Setzt man der Kürze wegen— =^0f allgemein _ "^ - =^^,, und zu- 
letzt ; = »jn^j,, so entsteht durch Ineinanderfügen der vorstehenden verket- 

teten Gleichungen der Kettenhruch : 

r 

(2.) />, : (x+yo, : (1 +p2 : (x + p» : (1 + .... +p,^: (1 +pt^^ :(a?+A>*_i:l) 



n— 1 n 



Der letzte Theilzähler p^n^i = ^ — ^ ist aus den Coefdcienten c nur scheinbar 
anders gebildet als die frühem, denn in der Gleichung 
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i»t r„a^, = 0. folglich c^^^ = Cou^iCi,,,^ oder c,„^ = ^jj^. also 

Wenn man bei der Entwicklung des Kettenbruchs jeden Tbeilnenner zu 
einer linearen Function von x macht, so folgt die Bildung der CoefBdenten der 
Reste einem weniger einfachen Gesetze, und es sind einige Umformungen nothig, 
um darin die Entwicklungsformel (1) zu erkennen. 

Nach Obigem ist : 

e%\% e%\i ^' e^% e^\i 



und durch fortgesetzte Dirision erhält man: 



t 

Weiter ist 

und eine leichte Umformung giebt: 

^0.3 ^Hi — Colins— ^^j^ — ^,j 

"^ 00,2 Co|a ^ 

so dass 

^•3^JU — ^011^113 = - — e^% lur r = 1 

und 

^•13^*14411 ~ ^011 ^«+213 = SJp ^ für r = a + 2 
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ist. . Wenn nun Beides eingesetzt wird, so ergiebt sich zunächst : 

^" Co|2 "^ Cöja "" ^ ' 

und durch Einsetzung dieses Werths: 

C»)!* ' Co{3' Co|lCo,lCo|3 CÖ|2A»|3^|3' * C0|3' 

^ . ■ y?«l» n-«-9 T^«i' »-«-S 

= a: + p2 + Pz-p,P4 : -^^-^ • ^^-^ ' 
Eben so lässt sich allgemein 



(3.) ^^.^--.-:^55!!-i.x 



eaitr»3 „ , r 1 v*«l*^l 



herleiten, und e» ist also 

Die Gleichung (3) hat noch die besondre Bedeutung, dass sie allgemein 
zeigt» wie bei der Entwicklung des Ketlenbruchs (4) die Reste aus den ganzen 

Functionen ^ ^^ — •a?"'^'"'"^ und aus den Factoren i?,^! 17^^ zusammenzusetzen 

sind. Hätte in dem Quotienten -5'-^^ — . ^"^^ * : ^ ^ — ^. x""*"^*^ der Dividend 

schon einen Factor gehabt, so wäre derselbe auf den Rest übergegangen. Wenn 
man Dies beachtet, so finden sich aus dem zu Grunde gelegten ersten Divisor 

Z ^.x"— folgende Reste: 

'^^'-^S'"^""""'' P^P^P^P^^^'^,^^'*'^'' PiPtP^p^r^Pif^'^^^^.otr^ 

(5.) { und eben so sind 

[^•/'^^^•-^•'^"'""'' /W'5/^4/?7/v2:JJ:r"-*^; PoP^PaPiP^PhPi^'S^^.^'' 

u. s.w. 
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die Reste, welche durch Anwendung derselben Regel aus dem ersten Dividendeo 
Po*S f^^af^"^"^ gebildet werden können. 



§2. 

In der Entwicklungsformel (J) ist die Seite rechts die Determinante des 
zweiseitigen Systems 

^•i<-!I^M-l|«-l » 



in welchem die ersten Zeiger in den lothrechten Reihen, die andern in den wage- 
rechten gleich sind. Wendet man nun auf dieses System die Formel (1) selbst 
wieder an und setzt. 

^0l*-a^ii*-3 — ^•;j-a^ii#-2 statt ^oi*-i 

■4 

in die obere Reihe, so theilt sich das vorstehende System in zwei, und zwar in die 
beiden, welche entstehen, wenn zuerst der Minuend ^01,^2^11,-3 und Cgj,^ c,^2|«-3 
der vorstehenden Differenzen, und danach der Subtrahend t'oi,-arii,-iund c^\^r^2\»-^ 
in das System gesetzt wird. Wenn man nun noch den gemeinsamen Factor der 
obern Reihe vor das System setzt, so erhält man 



^r\s ■"— ^oi«-a • 



^i|*-3 ^M-a|«-3 



— ^'oii-a 



^lU-a ^r+ai*-a 
^o|#-a ^iH-i|A-a 



und kann beide Systeme sogleich zu einem dreireihigen verbinden, nämlich zu: 

^O'.f-a ^ll*-2 ^r4-a|s-3 

Der Nutzen dieser Umformung besieht in der Erniedrigung des zweiten 
Zeigers. Durch Wiederholung derselben lässt sich der zweite Zeiger bis auf 
und 1 herunterbringen; d. h. alle Glieder des Systems, dessen Determinante Oj, 
ist, lassen sich zu Coefficicnten der gegebenen Quotienten -^'c.n.x""*"*:-2^c.jo*x"'^ 
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machen. Ich ersetze zunächst die Glieder der untersten Reihe durch die Aus- 
driicte, welche die Fornnel (1) giebt. Dies giebt, ähnlich wie oben. Folgendes: 



Cr\s ^0|f-3 










^r.s—i ^r-|-"2|*-1 



— C 



0!*-4 



^0(*-2 ^l]s-2 ^'H-2\s-2 
^||f-3 C^2\s-2 



Nun stimmen aber in der zweiten Determinante die untern Reihen, mit 
Ausnahme eines Gliedes, liberein. also verschwindet die Determinante bis auf 



^0(*— 3 ^Ol*— 4 









und diese zweireihige Determinante ist gerade geeignet, um in andere eiogefügl 
zu werden. Dadurch wird 



^Ok-3 ^ll*-3 ^r+2li-3 

und» wenn man nun auch noch für die Glieder der obersten Reihe die Werthe 
nach (1) setzt, so erhält man 



Crs — ^o;5-3 ^o;»-3 



^J|5-4 ^2!*-4 ^r-fr3|.«-4 
^0.«-3 ^lV+3 ^t+2\s-9 
^0l5-4 ^llJ-4 ^*'•^.2;>-4 



^OIj-3 Q.*— I 



^l|*-3 ^I;*-3 ^r-|-3|jt-3 

^0>-3 ^ll»--3 ^-Wai*-» 



und durch Verbindung: 



c^l, — r5^_s 



^o|#-a ^i|'-3 ^i|v-« C,v^3j4-^ 

^Oj»-4 ^Jl«-^ ^2\s-A f^M-9\tr-4 







^0>-3 ^JI*-J ^/••<-a!*-3 



" ^0|i-4 ^Ij^-I ^r-H|*-4 • 

« « 

Wird jetzt weiter der zweite Zeiger in der dritten Qüerreihe ron oben 
erniedrigt, so ist das Ergebniss der übersichtlichen Umformung: 

25* 
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C^]g = Q|*-3^o|*-4 • ^«l*-« ^Jl«-« ^i|*-a ^i^rt|f-8 

^0l*-4 ^l|/-4 ^2|*-4 ^r+3(^ 
^0|*-» ^l|*-5 ^2|*-4 ^r4^I«»5 
^0|*-4 ^l|j-4 ^r*a|« 

und wenn auch noch in der obersten Reihe die entsprechenden Werthc nach(l) 
gesetzt und die sich ergebenden Determinanten zusammengefasst werden , so er- 
hält man : 



^r]* ^0|«-9^0li 



^0|*-4 ^l|*-4 ^ali— • ^S|»-4 ^M-l|*-4 
^©|*-5 ^Ij*-« ^2|f-4 ^3l*-5 *^r4-4|i-» 







^0I«-4 ^lIf-4 ^a|,-4 ^M-3|«-4 



W ^tii-i ^i|j-« ^a|5-» ^iH-s|#-§ 



Es ist leicht zu sehen» dass weiter: 



^Olr-« ^ll*-a ^3|*-» ^3|r-» ^4|r-f ^r*«!»-» 



^e|x-« ^l|*-6 ^j-« ^3l*-5 ^4|*-« Cs^Ir-S 







^(»|*-5 ^l|*-« ^a|*-» ^3|«-i ^r+4\»^ 
*^0|«-6 ^l|*-« ^2Ij-« ^3Ij-« ^r4-4l#-« 





ö Coj,^ C,j^5 ^21*-» ^r«^|«-l 

^0|5-« ^1|#-« ^2|«-« ^r*«|j-e 

gefunden wird. 

Die Wiederholung der obigen Einsetzungen würde zu einem siebenrei- 
higen Systeme führen^ welches als zweiten Zeiger nur s — 6 und s — 7 ent- 
hielte und mit dem Factor Co\t ^Coi^^dr^i^^Co]^'^ multiplicirt wäre; aber schon, 
jetzt ist aus dem Vorstehenden durch Induction die allgemeine Form der Sy- 
steme zu erkennen. Durch 2y Umformungen der Determinanten gelangt man 
zu einem Systeme von 2q + 2 Reihen^ in welchem als zweiter Zeiger nur 
j — 2y — 2 und s — 2q — 1 vorkommen. Wenn man noch zur Abkürzung 
^ — 2y — 2 = m setzt, so ist das System von 2q + 2 Reiben folgendes: 
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^0|m^-l ^llm+1 ^%\nH-i ^y-ljüi+l ^if\m+l • • • •• ^ayfin+l ^r^-av+HnH-I 



^O.» ^Hm ^Im 



^f-lltn ^f|m 



*^2g]m ^r^2i/+\\m 



(6.) 













^O'm+l ^l|f»M-l ^7-3!w H ^9-lfin+l • • •^2y-l|nH-l ^r+lqlm-t-l 




6 




ü 



Cnt 



Ojm 



^I!« 



^y-lim ^i^^-^^jin 







.0 




^Olwj-f-l 



^7!ite-l-l ^r+T+Hwi-i-I 



0(i#i • • • • • • ^q\ 



m 



*'r-l-7+l|m 



und die gemeinsamen Factoren« welche nach und nach vor die Determinante ge- 
treten sind, bilden folgendes Product: 

(7.) (^olm-f^-l ^0:m+l7-9/ (^Olm-H^-J ^Olw-i-ly-O (^OIib+3 ^Oliw+i)^ \^9\nH-i) ^ 

welches y mit der Determinante (6) verbunden , den Werth des Coefficienten 

^r\m+7f^ darstellt 

Sollen aber in den Determinanten für die Coefficienten aller Reste nur 
die Zahlen m und /n + 1 als zweiter Zeiger vorkommen» so genügt das System 
(6) nur halb; nämlich nur für diejenigen CoeHicienten, deren zweiter Zeiger 
6* = m + 2^ + 2 sich von m um eine gerade Zahl unterscheidet. Setzt man 
aber m + 1 statt m in ^«^»»^2^3» und eben Das in der Determinante (6) und dem 
Producte (7), und wendet danach auf (6) noch einmal dieselbe Umformung an, 
so erhält man auch für r^|„,^^^^ den verlangten Ausdruck, nämlich die Deter- 
minante 



(8.) 



/ ^OliiH-1 ^l|/»+l ^alnHl ^vlrn+l ^y+llm+l 

l ^0;/» ^11« ^2\m .#.••••• ^g\m ^tf+Xlm • • 

^0|m4-l ^lIm+1 ••*••• ^y-llTO+l ^(/\m+i • • 



^27+1 Im+l ^r+%f-h2\m^l 
^29+1 Im ^M-%f^t\m 



() 







^27lm+l ^r+2y+l|m-*-l 



'0|r»«-l *^l|m+l 



' 7+ 1 f m+lSH-T+il m+l 



c 



0\m 



<^ii- 



^7+1 in» ^r+7-»-aj»n 



V (> 







^0|m-#-l Coim-^l ^/-H'/-l-l| m+l 



und als Coefficienten derselben das Product 



(9.J (^alm+a// ^u m-i-aT-l) (^0|m-l-27-a ^Of«H-27-3) (^O.mM ^Ojni+3)' (^0!m+» ^Ol«H-l)^ 
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Setzt man hier von Neaem m+l statt m, und macht wieder dieselbe Um- 
formung, so erhält man den Werth von ^r|i»+a^+4» welcher sich von dem obigen 
f"r ^/"lnM-iT+i nwr dadurch unterscheidet , dass darin q+l statt y steht. So ist 
denn die allgemeine Gülti<:keit der Determinanten (6 und 8) und ihrer Facto- 
ren (7 und 9) beweisen. 

Zur Abkürzung bezeichne ich die Determinante des Systems (6) durch 
^r\%f+t\m und die des Systems (8) durch cf^.ay+a.«, so dass die vorstehenden Resul- 
tate sich folgendermaassen darstellen: 









Die Werthe von r^,^ ; c,.„^^ ; r,.,^^^ ; r,,^3 und c^j«^, welche aus (10) nicht ent- 
nommen werden können, sind entweder, wie c^|^ und ^rim+i selbst, die ursprüngli- 
chen Coefficienten , auf welche die andern zurückgeführt werden, oder ihre Zu- 
sammensetzung ist oben im Einzehien dargelegt. Es ist nämlich nach (1): 



^r\nH-2 



und ferner wurde : 



^0|TO+l^'-*-l!m+l 



^rjiw-i^ — 



und 






^9.m ^llw 



T-f-ai« 



" ^Oim-t-l ^r*l|iw+l 



^r|ji^M = ^- 



0;nH-l • ^Ojw+l ^Ilm+l ^J|iii+1 ^r+3|TO+l 

gefunden ; und nun setze man, der Gleichförmigkeit wegen, noch c^„ = &r\Q[m ? 

§.3. 
VVcnn nun verlangt wird, die Coeilicienten der Reste durch dii der g»- 

gebeiiea Functionen -5V.„x"-" und 2'c„„a;"— -* darzustellen, so ist in (10) der 
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Zeiger m = zu setzen. Zur Abkürzung lasse man dann auch noch bei 6,y^^ 
den letzten und ersten Zeiger weg, wenn er Null ist, so dass 6^^, = (f^;^|9 und 
6, = rfoi^io ist. Dann erhäh man durch Anwendung der Gleichungen (10); 



(11.) 



und es ist nur noch nothifi^ die Grossen p^i = --— ^— gleichfalls durch die De- 
terminanten d auszudrucken. 
Es ist zunächst 

ColWa ~ ^®'*'"^' ^Ojlr ^•llr-l • • • • . ^013 ^OU «^Ojl • g^^^ 9 

^01»^»» ^S>h4> 

CoiaM^ — Q|l+f«^012r4^1 ^0i2M-2 • • • • ^OU ^«H ^0|1 • J^^^^ 1 

« 

und daraus folgt 

T 

0||t3r44 Coiar+'l ^3M^ 1 

^|>+aO|{2r4^ (CÄ|2r-aCtol2#— 3)(^0|2r- 4^012»^ (Coj^^Olay^CbllCtoil)^* ^»»-H »Ir^ ' 

Ci>|2r44 Co{2r^.a ^^5 1 

e%\ßr.^^\7M-A (Coi2r+lCö|2r-2)(Colar-aCo;2/-4)* (c»|50o|4K"*(c*l3A>|l)^*(Co|iy ^Ir+a ^If^M * 

Wenn man nun noch statt c^\%^i und c^\2r^^ die Werthe setzt, welche die Formeln 
(10) geben, so erhält man 



^^ J2^^-2^ar^^ 

oder allgemein: 

t 

Für die Determinanten, deren Zeiger kleiner als 6 sind, versagen die For- 
meln (10) den Dienst. Deshalb leite man die Werthe der Grössen p, in welchen 
dieselben vorkonmien, besonders her. Dazu sind, ausser den Gleichungen (10), 
die Gleichungen zu benutzen, welche zu Ende des ($• 2) der Gleichförmigkeit 
wegen aufgestellt wurden. Es giebt Dies: 
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Cpi? 5OJ4 Col3(^|2Cö|l)||^r äjSr ^ 

P^ C0I5CÖI6 Col2Co'|d'aCoi3Co|2(öÖll)**« ^5^« ' 

^_ Co|S CozCo\i(Co^:^Co\2f(Co\^y^H Co]4äs ^gJg 

P'' Ca\6Co,l Ca]3Co|-2(C0,i)* J6Co,4C0{3(Co|2«Oil)**'' «0|aC6ll^6^7 ^6*7 * 

Hieraus ist zu sehen, dass die Formel (12) für alle positiven Werthe von r an- 
wendbar ist; und auch für r = 0. 

Durch (11 u. 12) sind nun alle Grössen , welche in dem Kettenbruch (2), 
sowie die Reste, die bei seiner Entwicklung vorkommen, auf die Determinanten 
6 der Systeme (6 u. 8) zurflckgefflhrt ; und in diesen kommen nur noch die 
Coefficienten der gegebenen Functionen Zc^oX""* und 2e:«|iX""*"* vor, wenn, wie 
hier vorausgesetzt, in (6 u. 8) m = gesetzt wird. 

Zugleich ist auch die Entwicklung des Kettenbruchs (4) und die Bildung 
der Reste (5) ersichtlich gemacht; so dass jeder Theilbruch und jeder Rest, ja 
jeder Coefficient eines jeden Restes, für sich unmittelbar aus den gegebenen Coef- 
ficienten Cr\o und Cr\i berechnet werden kann. 

Die Producte der Grössen p, welche mit zu den Resten (5) geboren, 
lassen sich einfacher darstellen. Es ist allgemein : 



Uir-t-J 0'2f^4-a ^2f ^2r4-3 ^^^l ^2r-i>3 



und insbesondre: 






und es liisst sich 



P^P* ~3o'\tJ'^' ' P'P>P* -T,'\dJ-^*' 

Px f'*PtP6 = j; • \sjj • "^ • ' Pi>PzP*P:Pa = ^ • \J^J tf» , 

PiPiPiPePtPio = ä,' Kö^djJ • ^" ' PoPaPiPiPtPiiPn = 3-^ • \J^J . ö« u. 8. w. 
Kusauirnensetzea. Demnach sind nun die Reste (5): 
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f-O-1 



"~*0 VV'-*«3-^'^""* '' 



l /*l\* 



(13.) 









P^PzPaPiP% - e^j,-^ — j; V^J- -2^0.1» -^ 5 

piPtp^p$P9Pi%^^'^ =5;A5rw-^*«i"-** ^ 

P.PtP4PiPnPiiPn ^ i^,-^«^ = a;* v^Mi/-^*'*'*-^ "• *• ^• 

Man kann jetzt» ohne die Allgemeinheit der zu Grunde gelegten Functio- 
nen zu beschränken, annehmen , dass 8^ z^ c^ßposäit^ ist; so dass die vorstehen* 
den Reste ausser den ganzen Functionen JS^^^^.a^'^''^ , ^Sai^.af^'^ u. s. w. nur 
noch einen positiven Factor enthalten. Bei der Anwendung des Sturmschen 
Satzes lassl sich sogar von jenem Factor ganz absehen, weil er keinen Einfluss auf 
das Zeichen hat, und man darf also die Functionen 2'rfa|j/v,-i-x'*"*'"'^* für die Reste 
selbst nehmen. Der letzte von diesen Resten ist von x abhängig und besteht uur 
aus der Determinante (f^n^i, wenn man den positiven Factor 

( ^»n-a^ji-g J te -i» y I_ 

vernachlässigt. Das System für d„^| geht aus (8) hervor» wenn darin m =0 
und ^ =: n — 2 gesetzt «wird, und ist also folgendes: 

^Oil ^lll ^«|l ^«-311 ^n-Xl ^»-l|l ® ^ ® ® 

^010 ^1|0 ^aie ^n-3|0 ^»-«It ^n-I|0 ^n{0 " " " 

C^ii Ciji ^n-4il ^«-«11 ^»-111 ^»-rl|l • • • •" " 



(14.) 



U ü tl« •••••• t* fjo C||0 c^'ß c^Q ^u^i'Q c„'ß U 









.0 

.0 



^01 1 





^11 1 ^t\i 



^»-111 ^»-in 



in 






Cjio 



•^»-r.O ^*n^l\9 ^»10 
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In diesem System sind zugleich die S}'steme für alle übrigen Determinanten als 
Theile enthalten. Nimmt man z. B. dic^ drei obersten Reihen desselben und ver- 
bindet nach einander mit den beiden ei'sten lothrechten Reihen die dritte, vierte» 
fünfte u. s. w«, so erhält man der Rei'he nach das System für ^3 , (fj|3 , 8^ 
\i. s. w«; d. h. man erhält alleCoefficientcn des Restes 2^^a|3*^"~''~^ Eben so sind 
in den fünf ober3ten Reihen die Determinanten 6^ , tf|{5 , 6^^^ , d^^^ u. s. w.; d. h« 
die Corfficirnten des Restes -£^^15.^"""*"^ enthalten; u. s. w. 



$.4. 

Die Untersuchung war bisher allgemeiner, als die Aufgabe es verlangt; 
nämlich es wurden in (13) die Reste aufgestellt» welche sich ergeben, wenn der 
Quotient £caii"^"^'^^ • ^Ca\0'^'^" i" den Kettenbruch (4) verwandelt wird und 
die Coefficienten des Dividenden ganz unabhängig von denen des Divisors sind. 
Wegen des 5/iirm 'sehen Satzes ist aber der Fall, in welchem ^c^ii^af*^"^ die 
Ableitung von ^c^.^.x'"**^ ist, besonders wichtig; also entsteht die Aufgabe, die 
allgemeinen Resultate für denselben möglichst zu vereinfachen. 

Wenn -2^^« 1 • ^c"^ "' die Ableitung von -^^^ajo-x"^, also 

Cr\i = {n — r)e^,o 
ist, so geht aus der Gleichung 

hervor. Demnach ist der Werth von c^\% fast eben so einfach gegeben , als der 
von c^,| , und dazu ist die Function 

f ^«-«-112.^""^"' = ^o|o-2:(n— a)c^,t.a?"-«-* 

V 

n n 

die Ableitung \on CqIqSc^^^^^q.x""^ := c^^^2:c^^g.a:\ welche mit der gegebenen 

Function Sc^^^.x'^'^ in den Coefficienten, von dem Factor c^j^ abgesehen, ganz 
übereinstimmt, aber den entgegengesetzten Potenzen/ort schritt hat. Nun ist 

zu wünschen, dass die Coefficienten von dieser Ableitung -^^«-a-na-sc""*"* neben 

0-1 
denen von -^^«11-^""*"' J" der vorliegenden Untersuchung sich zeigen, weil die 

Coefficienten beider in den I ragen, welche sich auf die Realität, Gleichheit und 
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Imaginaritäi der Wurzeln beziehen, dieselbe Geltung haben. Zudem werden 
die Systeme, wehche für die Coefficienten €Vj« aufzustellen sind, um eine Reihe 
kleiner. Die erforderlichen Formeln, welche alle Coeflicienlen aller Reste durch 
die Coeflicieoten e^n und c;,a ausdrücken, gehen aus (10) hervor, wenn man da- 
rin m = 1 setzt. Die Determinanten cr^|2^,.,|| und cf^jt^^ii bezeichne man der 
Kürze wegen durch d^no^a und 8'r\%i^ und lasse auch hier den ersten Zeiger weg, 
wenn er Null ist. Danach ist allgemein : 

(15." 






und insbesondre: 

Setzt man diese Werthe in die Reste, so erhält man : 

^» . Xf — ^ v-/ • O? ) 



Co|ar O^r-l 

Ferner finden sich auf dieselbe Weise wie im vorigen Paragraph die Gleichungen 

und allgemein: 

und für die Fälle, in welchen der Zeiger von p eine der r kleinsten Zahlen ist, 
insbesondre: 

d'o ^0 __^ ^\ ^_ ^'3 S\6\ 

so dass die vorstehende allgrmein^ Formel für alle positiven Werthe des Zeigers 
r gilt. Durch Verbindun(^ der vorsiehenden Ausdrücke geht 
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PiP2P5PeP9Pio = e7e A?;;?;3^e/-^ '• ' PoPzPiPiP.PnPn - ^•V^^S^J"*" 



u. s. w. 



hervor. Da nun ^o|o immer positiv genommen werden kann, und — s n, nebst 

dem quadratischen Factor, immer positiv ist, so bestimmt der letzte Factor dieser 
Producte, nämb'ch S\ j d\ 9 8*9 u. s. w. allein das Zeichen. In den Untersuchun- 
gen die sich auf den Sturm'schen Satz beziehen, können jene positiven Factoren 
ganz übergangen und die Determinanten allein berücksichtigt werden. Hier- 
durch bekommen dann die Reste (5) folgende einfache Form: 



-^5^.12. ar"*^-' 5 r*«|$.ii;"-«-^ ; -^5'aiio.ar"-«-« u. s: >. 
^y«l4.a?"-«-^ ; -r*'«i8.a?"-«-^ ; iKin.x'"^-'' u. s. w. 

und im Allgemeinen ist der rte Rest: 

(16.) ^yaiir.sf^-^' • 

Obgleich nun in den Determinanten S's\im ^'^ Coefficienten r^|i und r^., 
symmetrisch vorkommen, so sind sie doch nicht symmetrisch in Bezug auf die 
Coeflficienten von -S'cajo«^""** welche gleich weit von dem Anfangsgliede c^^ocT 
und dem Schlussgliede c„^ entfernt sind. Dazu wäre nothfg, dass nicht c^^ und 
^,|i symmetrisch aufträten, sondern o,,, und c„_^j,j, weil 



Cr\2 = (r + l)^oio^r^.i!o "ud c„.^i,i « (r -^ 1)0 



HO 



ist» Die Symmetrie findet nur in dem System der letzten Determinante ^2»-ay 
nämlich in 
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^0!0 ^JJ2 ^ajQV 



^»-31« ^«-iia ^n-lja V 











^OU ^1|1 ^2|l ^n-3jl ^»-ail ^»-111 



:..0 

^o;l ^112 ^«-412 ^n-8|f ^«-ti« ^n^l\2' * ' * " ® '' 



(17.) 



" *'0|i*'i|i *^i»-i|i ''»-»ii <^»-a|i '^»-i|i " V 










ö ö Cjja ^i|a Tjj, Cju ^«-212 ^»-112 " 

Ö ö C^n ^i|i Cjji Cjji ^«-211 ^»-111 V 

<?o(j ^m ^2|j ^i»-3i2 ^n-2I2 ^»-Ij» 

c^i C|„ c,n ^n-aii ^»-a|i ^«-^m : 

I '. 

I 

Statt. Hier bleibt das Resultat ungeändert, wenn man überall c^^^ "Ht ^«.,^1)1 ver- 
tauscht. In diesem System sind zudem auch die Systeme für alle Determinanten, 
welche bei der Entwicklung des Kettenbruchs (2 und 4) vorkommen, enthalten. 
Nimmt man die beiden obersten Querreihen und verbindet der Reibe nach die 
zweite, dritte u. s. w« senkrechte Reihe mit der ersten, so erhält man die Systeme 
für ä'^ ; ^ij, ; c^,|, u. s. w. Auf ähnliche Weise geben die vier obersten Reihen 
die Systeme für die Determinanten ^4 ; Si\4 ; S^n u. s. w. 

Wenn man die Werthe» welche für die CoefGcienten c^g entwickelt wur- 
den» in die Gleichung (1) setzt , erhalten sie noch einen andern Zusammenhang 
unter den verschiedenen Determinanten. Nach (1) ist: 



oder 



und dazu ist: 



Crjlfhl 



^127^129-1 

also ist 



oder 



^r|2^1 ^ ^0127 ^M-! 127-1 ^0\%9^l^M-l\%f ? 



fi-;27-<-l Cr+l\%^J Cr»i|a7 

^0}37 ^127-1 <^0i27-l Co;ay ' 



090.3 dr|2v <^r^l 127-1 ^#^1127-2 j er^l\2g 

■* Ä' x^ — 5 ^ — ■* V — und r — -• ■■ 

027-2^2^-1 C0i29-I 027^2 C0I27 

y27-3^r|2v ^'^ r^i|27»2 ^i^l 12^-1 

^27-2^^29-1 ^27-2 Oj^i ' 






<'27-3^r|27 



^27-1 ^WljlT-« 



^ Q%h^Oi 



27-3CfH-l|l7-l • 



Eben so geht aus e^,^^j « ^0127^.1^,^.1127 — ^#127^/^1127^1 
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herror, und beide Gleichungen lassen sich in folgende: 

zusammenfassen. Aus der Gleichung c^, » ^ois^r^iii — ^o|i^A«.its crgiebt sich ins- 
besondre: 

und eben so aus ^^,4 = ^oi3^/-«-i|2 — ^Q\i^r+i\z die Gleichung 

die folgende Relation jedoch, welche aus dem Werthe von r^|s hervorgeht stimmt 
mit der allgemeinen in (18) überein. 

Trier, im December 1852. 
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12. 

Die einfachsten periodischen Functionen. 

(Von dem Herrn Professor Dr. SAellbadi zu Berlin.) 



$.1. 
Oezeichnet man das Product von Functionen 

/(ar-n)/(a:-/»+l) /(ar-l)/(x)/(x+l) f{x+n^l)/(x+n) 

dnrch das leicht verständliche Zeichen 



—1» 

SO ist ofCeobar: 

(1.) nfix + X) = y(^^^7 *\)-g-/(a;+l+X,). 

Ist nUD die Function /(:r) so beschaffen, dass, für ein unendlich gro38es n, 

(2.) fia:-n)=zfia; + n + l) 

gesetzt werden kann, so erhält man 

(3.) n/ix + ä) = /7/(ar + l + k). 



—OD 



oder» kurz: 

F(a:) = F(ar+l). 

Nimmt nun F{x)^ für jeden Werth von x^ selbst einen bestimmten nu- 
merischen Werth an , so kann die Function ganz passend periodisch genannt 
werden; denn sie gelangt wieder zu ihrer ursprünglichen Grosse, sobald x um 
die Einheit zu- oder abgenommen hat. 

Wäre dagegen 

fix — n) = — /(x + /i + 1) 

für ein unendh'ch grosses n, so würde (1) die Gleichung 

F{x) = - F(a: + 1) 
Crelk't Joarniil f. d. M. Bd. XLVm. Heft 3. 28 



208 12- ScheObach^ die wfaehsien periodischm FuMÜmm. 

i 

geben 9 die selbst wieder zu der Gleichung 

F(x) = F{x + 2) 

führt» so dass also auch in diesem Falle F{x) periodisch genannt werden kann; 
nur muss sich jetzt x um zwei Einheiten ändern, ehe die Function ihren ersten 
Werth wieder erreicht. 

Zu jedem bestimmten Werthc von x gehört nur ein einziger bestimmter 
Werth der Function F{x)\ aber ein gegebener Werth der Function wird durch 
unendlich viele von einander verschiedene Werthe von x hervorgebracht. 

Da 

2fix+s) = ^/(a7+ 1 + 5) +/(a; -f- n) —f{x + 1 + n) 



— n — n 



ist, so ist auch, wenn die Bedingungsgleichung (2) Statt findet» 

2Rx'\'S) 

eine periodische Function , die einer Untersuchung unterworfen werden kann^ 

sobald sie für jeden Werth von x selbst, einen bestimmten Werth annimmt. 

Auch die Function 

o* 

würde den Charakter einer periodischen Function annehmen, sobald man für 

irgend einen Werth n der Verägderlichen x^ 

erhielte, ohne dass deshalb a der Einheit gleich sein müsste. Man sieht aber 
leicht, dass nur durch imaginäre Werthe von a oder n dieser Bedingung genflgt 
werden kann. Uebrigens liegt der Gedanke an diese letzte Function weniger 
nahe; sie selbst indessen, so wie auch die vorhergehende« lassen sich auf die zu- 
erst betrachtete zurückfähren. 

§. 2. 

Die einfachste periodische Function wurde man aus (3 in $. 1.) erhalten, 
wenn man f{po). = x setzte ; aber ein solches Product 

S(x -I- A) 
wird fflr jedes'^iinze x zu Null, und für jedes gebrochene x unendlich gross, bat 
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also nicht den Charakter einer stetigen Function von x. Die einfachste Form 
einer periodischen Function, die einer weitern Untersuchung unterliegt, ist 

in welcher a eine Constante bedeutet, die indessen offenbar keine ganze Zahl 
sein darf, da sonst die Function stets unendlich gross bliebe ; ausser fflr rr = a. 

Um die Eigenschaften eines solchen Products näher zu finden, bringen 
wir zunifchst das Product 





\ 


auf die Formen 




„. . « l— « 1 + « 2 — « 2-I-« 3—-« 3 + « 
^W — « |_« i+a 2-a'2 + a'3-a Z+a" 


« — jp n-^x 
... • J 


„, ^ c 1«-*« 2»-«* 3*-«» «»-*» 




^{^)-a l«-a» 2»-«» 8»-o* ««-a«» 




_. «-«» 1.2-*.«-«» 2.3 + «-** 3.4 + s- 
^W — o_a* 1.2+0-0» 2.3-i-o-a» 3.4 + 0- 




(»1 — 1)« -♦- « — *• « + « 




(«-l)« + a-a* a + a' 





Stellt nun a einen posiiwen echten Bruch vor, und ist x posüw und 
kleiner als a, so sieht man sogleich aus der zvpeiten Form , dass 

ist 9 denn es wird - mit lauter Factoren multiplicirt , die grosser sind als 1. 
Ans der dritten Form ergiebt sich, wenn 

0? — o?* < ö — ö' oder a^ — o?* < a — or oder a + a <Zl 

ist, dass dann alle Brüche, deren Product F(x) giebt, kleiner sind als 1, dass 
also auch F(x) kleiner als 1 ist. Aus der zweiten Form schliesst man aber: 

daher liegt gewiss die Function 

28» 
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zwischen — - 1 und + 1 , sobald a ein positiver echter Bruch nnd 

X <: a und ö + o; < 1 

ist. Für X = fl ist F{x) = 1 und .für fl + a? = l, ist x — a:* = xo und 
a — o* = axt also auch F(jx) in diesem Falle gleich 1 ; wie sich aus der dritten 
Form ergiebt. Es confergirt also das Product 

stets gegen eine bestimmte« zwischen — 1 und + 1 liegende Grenze» wenn man 
es in der hier angegebenen Weise berechnet , so dass man den mittelsten Factor 
zuerst nimmt und stets zwei gleich weit von ihm abstehende Factoren mit ihm 
veremigt. 



Da 



ist, so ist 



$. 3. 

II 7-5- SSZ ^ 11 r 



n*-^=.^n'-^^-^^ 



oder 

(1.) JF(x) :=z-F(x + l). 

Setzt man in dieser Gleichung x + 1 statt x, so erhält man 

(2.) F(x+l) = '-F(x + 2) oder i^(a?) == F(a; + 2) . 

Femer ist» wie schon oben benierkt» 

woraus 

(3.) F{-a:):=-F(x) 

folgt. Setzt man in (1) x — | statt x, so wird, mit Rücksicht auf (ß), 

(4) /-(a^ + J) = -/^(a;-^) = J-d-a). 

£s ist also FCx) eine periodische Function von x, welche alle Werthe 
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von —1 bis + 1 durchläuft« während x um zwei Einheiten wächst; wie sich aus 
(2) ergiebt. Aus (4) folgt aber, dass, während x von \ bis 1 wächst» F(ß:) die- 
selben Werthe annimmt » die es erlangt, wenn x von \ bis abnimmt. Aus (1) 
erhellet dann noch, dass, während x von 1 bis 2 sich ändert» F{x) dieselben 
Werthe, aber mit entgegengesetzten Zeichen erreicht, die es annahm, während x 
von bis 1 wuchs. Da man also die Function /^(o?) für alle Werthe von x 
kennt, sobald man sie nur für alle Werthe von x, die zwischen und \ liegen, 
berechnet hat, und da ausserdem 

x'^a und a-l-ar^l 

sein muss, so kann die Constante a offenbar nur \ sein. 



§4. 

Die Aufgabe ist daher jetzt: die Eigenschaften der Function 

zu untersuchen; die wir künftig durch 9(x) bezeichnen wollen. 

Die bereits gefundenen Eigenschaften dieser Function ^{po) sind: 



femer ; 



9(0) = ; 9(0 = 1 ; q>(-x) = - g)(x) ; 

9(0: + 1) = — yC^c) 9 

9(ir + 2) = — 9(a? + l) = 9(0:) , 
9(x+3) = 9(a?-hl) =— 9(x), 

9(0? + 4) = —9(0? + 1) = 9 (ar) , 

folglich allgemein 

(1.) g)(x + n) = (-l)"9(x); 

wo n jede positive und, wie man leicht sieht, auch jede negatwe ganze Zahl sein 
kann. 
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§.6. 

Die Fanction 9>(a:) hat die njerkwürdige Eigenschaft, dass sich von ihr ein 
constarUer. Factor ab,sondern lässt. Es ist nämlich 

Der auf diese Weise hervorgetretene Coefficient soll der Kürze wegen 
durch JC bezeichnet werden, so dass also 



(1.) « = 2 7f 



41< 



+|4A»-1 
und daher 

(2.) «P(^)='9«i?(i-r«) 

ist; wobei zugleich bemerkt werden mag, dass für ein unendlich kleines x^ 

(3.J = Tc oder -^-g— = w ist. 

Nimmt man in dem Ausdrucke für die Zahl 7t, nemlich in 

. ^ ILX IX ^ 2 2 4 4 6 6 8 8 1» 10 12 

^ = 222x:n'2Xin=2i3'3 rsrrg ö^Trn 

eine ungerade Anzahl von Factoren, so erhält man eine wUere Grenze für dl 
Zahl, während sich durch eine gerade Anzahl vdu Factoren eine obere findet 
Die 12 ersten hier niedergeschriebenen Factoren geben für tt die Werthe 

2,000 \ / 4,000 

2,667 I l 3,566 

%844 [ 1 3,413 

2,925 {'^^\ 3.343 
2,972 1 f 3,302 

3,002 ] \ 3,275 , 

so dass also der Coefficient it etwas grosser als 3 sein muss. 

Aus(l) ergiebt sich sogleich, wenn n tvat positive ^o/izeZahl ist: 
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•*• 2il •** 2il »+* 2X ■»• 2X 

2 ?2i3i 5^2iTi ^ '^ < ^52X^^5^2rrr 



Es ist aber 



•^ 2A ^ 2A "^* 2A ■^'» 2i 

Setzt man diese Werthe in die vorige Ungleichung, so ergiebt sich: 

2(2«+ DjCäTTf) < * < 2(2» + 2)5r(2x:^). 

Das arithmetische Mittel zwischen diesen beiden Grenzwerthen von tt, 

-1-»/ 21 \' 

giebt übrigens für diese Zahl einen vireit genaueren Werth als jede einzelne der 
beiden Grenzen; denn z. B. fflr n. = 15 erhält man 

TT = 3,1412 , 

welcher Werrh nur um 0,0003 zu klein ist. 

§. 6. 

Es wird sich im Verlauf des Folgenden ergeben» dass die hier mit iz be- 
zeichnete Zahl wirklich die Li/^o/y^/rsche Zahl ist, und ich will sogleich in diesem 
Paragraph eine ihrer Eigenschaften nachweisen, die in der VF ahr scheinlich' 
keitsrechnung benutzt wird, und die sich hier ganz bequem ableiten lässt. 

Aus der untern, fiir tt in (§. 5) gefundenen Grenze ergiebt sich sogleich, 
dass für ein urif^ndlich grosses n^ 

r 

ist. Bedient man sich der factoriellen Bezeichnung des Herausgebers dieses Jour- 
nals, die hier für den gegenwärtigen Zweck bequemer ist als das Productenzei- 
chen, so ist 

Es ist aber 
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(1, + !)*• = 1.2.3...2n = 1.3.5.7».2n - 1 X 2.4.6.8J2n = (l,+2/2"(l,+ 1)> 
Also 

V*/-i-^; — 2"(1, + 1)»"— 2- — 2" '» 

und daher 

A + V ( 2it,-l)' 1 / 2it,~l \» i// 2 \ 
V2, + 2/ — »•(2,+ 2)- — 2«"U, + l / ~ r V(2« + i)»/* 

Offenbar ist 

(l + l)*" 



1 = 



2» » 



/2fl , ^\ ^ 
und das mittelste Glied in der Entwicklung des Binoms (l + 1)** ist (■^ .\)i 

daher nähert sich das mittelste Glied in der Entwicklung des Binoms 1 ss - ^t» 

um so mehr der Grosse y( (2»-»- l) lg/> J® Blosser n ist; welches der erwähnte 
Satz ist, den man in der TVahrscheinUchkeüsrechnung anwendet 



Ehe ich in der Untersuchung der Eigenschaften der einfachsten periodi- 
schen Functionen weiter gehe, will ich noch einen eigenthiimlichen Beweis für 
den Werth eines wichtigen bestimmten IrUeßrab ^then\ der sich an das .Vorher- 
gehende unmittelbar anschliesst. 

Bezeichnet man, der Kürze wegen, das mittelste Glied in der biaoaiisdben 
Entwicklung des Ausdrucks 

<1 + 1)«" 



1 = 



21» 



durch a, und das mte Glied« von diesem mittelsten an gerechnet, durch /On)^ 

so ist: 

^ . n(n — l)(n — 2) (n — m- 1) n— «4-1 w-HiH-2 w— «h-3 h-wh-v^ 

/\P0 — o*(^^\)(^^2){n^Z) (ii+«)~^^ n+l ' m-a * «-1.3 n 



=-(i-iä)('-^.K'-^)-('-isi) 



n n — 1 »—2 »— >iii-f-l 
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= a. 



(i+?)0-*-;^)(i+n-^2) a-^-i^^r^-i) 



Es ist aber 



/(m) ><:(l - ?)" und /(m) < <i(l +")"^ 

Für ein unendlich grosses n ist aber« wenn e die Grundzahl der naiur^ 
liehen Logarithmen bedeutet, 

daher ist 

0-*)"=^" und^l+-; ^e~n. 



Setzt man nun .i «■ /x^ so wird offenbar, da jetzt beide Grenzen iur f{m) zu» 
lammenfallen und nach ($. 6) 

1 1 

ist: 

Nach diesen Vorbereitungen sieht man sofort, dass 

= 2(/(0)+/(l) + +/Ca^)) 

= -y- jl + <?"y + ^"V + e v^ + .... + e^^)\ = ^f^'^dx 
also 

Je'^dx = JV^r ist. 



Orelle'fl Jouoial f. d. M. Bd. XL VIII. Heft 3. 29 
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9 

§.8. 

Wir setzen jetzt die in (§. 5) abgebrochenen Untersuchungen weiter fort 
Das Complement der Function 9(0?) soll durch '^{x) bezeichnet werden» 
so dass also 

i|,(x) = <p(t-x) 

gesetzt werden muss. Dann ist für ein unendlich grosses n: 

^.) = ,a-.) = n^^- = S (. - ä^) = fKi-^-.)2(i-^.) 



-d- -^^Xn(\ - <"• •> 



2« 
Lässt man den Factor 1 — On^ i ^*g» ^^^ '**2t n ^ ao , so wird 

während 

9(x) = «rx/Zl^l-^;= ^-äTTT 

ist. Bei dem ersten Producte, durch welches hier die Function iI>C^) daroe- 
stellt wird 9 ist nicht zu übersehen, dass es einen Factor weniger enthält, als das 
erste Product, welches die Function tp{x) darstellt. 

Die Haupt-Eigenschaften der Function i|>(ar) sind nun folgende: 

i|;(0)-l , i|>(J)-0 , i|)(-a;)-al)(a:) , ip(x) « cp(j±ar) 
a|;(2n±a:)-i|;(a') , ip(2n + l ±x) - ~a|;(x) , i|;(x-l-/i) - (-l)»ap(ar). 



§.9. 

Die Function "T^ lässt sich leicht in Partialbrüche zerlegen. Nennt 

man die einzelnen Zähler dieser Partialbrüche ••.•.a^2 9 <^-i 9 <^ 9 <^i > ^ 9 ••••• 
so hat man zu ihrer Bestimmung die Gleichung 
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Multiplicirt man diese Gleichung mit :c ^ s und setzt dann a: mi s, so findet man 
nach (§. 4, 1 und §• 6» 3) : 

_ /Inf \ _ ( x-^ I _ 1 _ (-1) 
Es ist also 

qpx ««2il-*-2« ;v^a; — # ' 

oder 

^ —5-3-1 n3 5 7 



• «^»11*1 



9»« 2« — 6 2x— 4 2jir~a 2« 2« + 2 2x + 4 2« + 6' 

JL 1.3 3.5 5.7 7.9 
" 2*'4(1-. »•) 4(4— »»)*4(9-ar«)'4(16-«») 

JL _1 }_ 1 1_ _1 1_ 



Man bemerke hier noch, dass auch 

^ ^ 1 ^ A* 11 4 » 16 25 



9ar * ViA«-«« a? !-«• 4-«« 9-x« 16-«« 26-«« 

ist. Da 9)(|) = 1 ist, so erhält man aus dem vorletzten Summen -Ausdrucke» 
wenn man o? = | setzt, die gleichen Brüche addirt und die Gleichung durch 
4 dividirt: 



Set2:t man übrigens 



, _ , 1 1 1 1 

jTT — 1—3+5 ~7 +9~-— 






und betrachtet n als eine endliche posüwe ganze ZaM^ so erhält man auch leicht: 






wenn man nämlich berücksichtigt, dass nach der erwähnten factoriellen Bezeichnung. 

29* 
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sein muss. Für n = QD geht die Formel in die oben angegebene über. 



§10. 

Eine Zerlegung der Function --7-: in Partialbrüche findet sich sogleicb» 

wenn man in den Formeln des vorigen Paragraph j| — x statt a: setzt. Man er- 
hält auf diese Weise : 



= 22^ 



rp{x) ~ ^ r«l — 2a: - 2# » 

also 



fr 



2i/;(x)~ 2«-5^2x-.3 2jr-.1^2x+l 2jr^3^2;r + 5 

2 6 10 14 «"*?.(- IKZ*-!) 



•• • .• 



l-4a:« 9- 4a:« ^25 -4 a?« 49-4j*^ ^+1 4a?«-(2#-l)« 

1 9 25 49 



1^. 



l-.4a?a 9«. 4a:« 25- 4a;* 49-4ar« 



§.11. 

Da das Product 



einen Factor weniger enthält als das Product 






fhx 

so kann man auch den Bruch — m Partialbruche zerlegen. Verfährt man wie 
in (§. 9), so hat man nur 

zu setzen, diese Gleichung mit x — 5 zu multipliciren und dann o; = 5 anzuneh- 
men^ wodurch sich 
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* l ipx St=s t <pOf — *) Jim» n 

findet; denn es ist o^^O = 1 und —q- = n*, also 

V»« __ 1 ^_1 1 t 1 1 1 i 1 1 1 ) 

(px~nt.s-t~ ft\ « + 3"*"« + 2'*"« + l"*"x"**»-l'*"«-2''" -3"** ) 

oder 

Setzt man in diesen Formeln | — ar statt a;, so erhält man 



ilso 

111 



nq>x 1 

2v^ — ""2ir— 5~ar— 3'~2j?— 1~2j?^1~2«-i-3""2«h-5 



•• ••• 



/ 1 1 1 1 \ __ ^ 1 

= 4"'Vl-4««"**9-4«»"*' 25-4«*"*' 49-4«« "*" / -^ ^''•Ti<?*-l)*-x* * 

Die vier in den letzten drei Paragraphen entwickelten Formeln stelle ich 
der Uebersicht wegen noch einmal zusammen; nemlich: 

(1) 
(2.) 
(3.) 

Setzt man, ähnlich wie in (§. 9), 



q>x 


= 


^^- 

-•«r- 






n 

tpx 


=s 


-obX • 


-2«- 


2«» 


\px 


=: 


+» 1 


^» 




(px 






1 





9!« —5*" A»-*« '(2A-1)«' 



so findet sich 



220 13* SobeUhäoh, <& wifaehMien pmodUthm I\mßüimm. 

Für ein unendlich grosses n gebt diese Foraiel in die Gleichung (3) über. 

§. 12. 

Da der Bruch ^ .^v im Zähler und Nenner gleich viel Factoren hat» 

so kann er in dieser Gestalt mcA/ in Partialbrüche zerlegt werden; wohl aber 
kann es mit dem Brache 

geschehen. Wenn aber s eine ganze Zahl bedeutet» so ist dieser Bruch dem an- 
dern 

(jp-*-fl)9>(a? — #) 

gleich; wie aus (l, §. 4) erhellet. Setzt man also 

(d? *f- a)(p(dp} -»« — #' 
so verfahre maUi um a^ zu bestimmen^ ganz wie in (§, 9). Man erhält dann : 

_ 5 (^ — Oy(^-"*-i-q l. _ y(a) 

also 

Benutzt man nun die Gleichung (3, in §. 11) und multiplicirt die zuletzt 
gefundene Gleichung mit 9(x), so findet man die für die Theorie der Functionen 
€p{x) und tI'(x) wichtige Formel: 

(2.) 9)(a? + ö) = 9 (a7)a|)(ö) + tp(a:)9(a) . 

Vertauscht man in dieser Gleichung erst — a mit + a, setzt dann in der 
so gebildeten neuen Formel \ — x statt x und vertauscht in dieser dritten wieder 
«- a mit + Gf so erhält man noch die drei folgenden Gleichungen : 
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(3.) 9(d? — ö) = 9(d?)t|>(a) — i|»(a?)9)(o) , 

(4.) a|)(x+ a) = t|>(x>4>(a) -- y (x)9)(a) , 

(6.) i|> (a? — ö) s=s a|> (a;)af>(a) + 9) (a;) 9) (o) . 



§. 13. 

Aus der Formel (1, in §. 12) lässl sich auch eine andere ableiten, wenn, 
man in ihr a mit — a vertauscht und sie in der Gestalt 



= -2*- 



schreibt. Setzt man nun a = a; und erwägt, dass -"q- = or ist, so erhält man : 



Für a? = ) ergiebt sich aus dieser Gleichung» da g)(|) = 1 ist: 



also 



^■* 1 •*^. 1 



/OS ;i^ , I 1 1 1 

(2.) 8 = 1+9+25 + 49+81 + 



•• ••• 



5.14. 

Es lässt sich zu den vier Gleichungen in ($• 12) auch noch auf eine ganz 
andere Weise gelangen, die schneller zum Ziele fiihrt, als die dortige. 

Wenn nämlich F(x,y) ein6 Function von x und y ist, die sich nach stei- 
genden Potenzen von x entwickeln lässt und für ^ = einen endlichen Werth 
F{0,y) annimmt, ausserdem aber verschwindet, wenn ^ die Werthe a,bfC,.^,*. 
erlangt, so muss sie offenbar von der Form 

F(a:,y) = F(fi,y)(l-l)(l^l;)(l-f) 

sein. Diese Gleichung gilt für jeden Werth von y und verwandelt sich z. B» 
für j = a in 
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J<x.a) = F(0..)(l-j)(l_0(l-f) 

Aus diesen beiden Gleichungen erhält man also : 

(1.) F(fi,a)F{x,y) - F(x,a)F(Si.y) . 

Dieser allgemeine Satz lässt sich auf unsere Angabe anwenden; denn offen- 
bar hat die Function 

9(y + 07) + 9(y — an) 

die von der Function F{x,y) vorausgesetzte Eigenschaft, welche notbig ist, da- 
mit die Formel (1) Statt finde« Denn es ist 

'^(y)-9(i— r)-— y(r—j)' und auch '^(y) - SP(}+y)» 
weil i|7( — y) ■= t(>(y). Ferner ist für eine ganze Zahl n\ 

9(y + n) - (- l)>ry) , also ^{y + n + J) - (- l^vCX +i) - (-l)^Ky)^ 

9(y- n) - (- n^{y) , also 9(y _ n -i) - (_l)-yör- J) « _(_l)nx|,(y), 

folglich 

C2.) 9)(y + n+j) + 9)(y-n-j)-0. 

Setzt man also 

^X^fy) * 9(y + ^) + 9(y — -ir) ^ 

80 verschwindet diese Function wenn man dem x die Werthe 4» |» {» {»..^giebt; 
und nimmt man a = |» so wird 

/•(0,r)-29)(y) ; 2?'(0,a) - F(0,}) - 29>rj) - 2; 
F(x,a) - jP(x,J) - 90+07)+ 9)(i-ar) - 2i|;(x) , 

und daher verwandelt sich (1) in 

(3.) 9(y + ac) + 9(y — o?) - 29(y)a|;(j7) . 

Verlauscht man in dieser Gleichung o; und y und erwägt dass 9(x— jr) 
SS — q>{y — x) ist , so erhält .man 

(4.) 9)(y + x) — cp(y-^)«29(x)ij;(3r) 
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Für \^^Y ^'^^^^y verwandeln sich diese beiden Gleichungen in: 
(5.) ^>■(r-a;) + ^|»(y + x)-2<l|,(y)^|;(«), 
(6.) ^|»Cy — a?) — -^ifiy + a?) — 2 9(ar)cp (jr) . 

r 

Die Summe der GleichuDgeD (2 und 3) und ihre Differeru. giebt die 
Gleichungen 

(7.) sp(«+y)-g'(a')'»j'(y) + '^(«)9(y)* 

• (8.) q> (« — r) - 9 (*)^(r) — •«j'(a?)9 (r) • 

Eben so erhält man aus den Gleichungen (4 und 5) die beiden andern : 
(9.) a|^(a: -^ry) - '4»(x)a|>(y) — cp(x)y(y) , 

(10.) ii» (x — r) - -^ (*) '«t' (y) + SP («) 9 (y) . 

Diese vier letzten Gleichungen sind die in ($. 12) entwickelten. 



§. 16. 
Da ijj(0) =: 1 ist^ so erhält man aus (9 in %. 14), für y = a;: 

(1.) (t|;x)«+(9)x)« = l: 

durch welche Gleichung die Functionen tfx und ij^r auf einander zurückgeführt 
werden können. 

Setzt man in (3, §.14) y- = a+^öo? und J7 = |8a und dividirt die Glei- 
chung durch ha» so crgiebt sich aus dieser Gleichung die folgende: 

Da aber ^q— == tc, so ist für ein unendlich Icleines Da: 

Vertauscht man hier a mit ^ — a, so erhält man 
W "dir == — -"«PW 

Crelle-« Journal f. d. M. Bd. XLVIU. Hefi 3. 30 



224 12. ScheUbach^ die eätfaehMten periodischen FuMctitmen. 

Mit Hülfe dieser Differentialquotienten lassen sich die Functionen ^(sc) 
und a|^(ar) durch Anwendung des Maclaurmschen Satzes in Reihen entwickeln^ 

die nach Potenzen von a fortschreiten. Man erhält, wenn man a = ;- setzt: 



(4.) ^S) = l-|l+l!-rr+ 

(5.) n«) = *-3!-»*5!-7i + 



Diese Entwicklung hätte bekanntlich auch noch auf Tielfältig andere Weise auf- 
geführt werden können. 

16. 

Die Formel (1. §. 15.) (lihrt zunächst auf den Gedanken, die Functionen 
^ und 'xpx geometrisch darzustellen; und zwar nicht etwa so, dass man auf einer 
geraden Linie einen Anfangspunct annimmt^ x als Abscisse auf dieser Linie ab- 
schneidet und die Functionen €px und opo? als zugehörige Ordinaten aufträgt; 
sondern so, dass man einen Kreis AECBD zeichnet, dessen Radius der Einheit 
gleich ist, in demselben zwei aufeinander senkrechte Durchmesser AMB und 
CMZ) und aus dem Mittelpunct M einen Radius ME zieht, dessen Projectionen 
ilfjPund MG auf die Durchmesser ^ilf und CM, die Functionen \|;(^) und g)(x) 

darstellen. Da nun 

'i|;(0) = +l y(0) = +0 

.P(J) =+0 9(i) = +l 

i|;(l)=-.l 9(1) = +0 

a|,(3) =+0 9(1) =-1 

^(2)=+l 9(2)=: +0 



ist, so ergeben sich die Grossen ^|^(x) und 9(^) als Functionen des Bogens AE, 
dessen Anfangspunct A ist, der aber nicht selbst durch x repräsensirt wird, son- 
dern dieser Veränderlichen nur proportional ist. Dieser Bogen AE kann durch 

px bezeichnet werden, wenn p die Länge des Halbkreises ^J?C£ darstellt. Es ist 

FE 
aber leicht^ geometrisch zu beweisen, dass das Yerhältniss -jTß der JSr/iA^// gleich 

wird, wenn beide Linien bis zum Verschwinden klein werden ; daher ist 
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--) ■= it; daher ist - = 1, oder die mit ^ 

bezeichnete Zahl drückt in einem Kreise, dessen Radius 1 ist, die Länge des 
Halbkreises aus. 

Hieraus und aus den Gleichungen (4 u. 5 $. 15) erhellet, dass die Func- 
tionen cp und oj; nichts anderes sind, als die mit dem Namen Sinus und Cosinus 
bezeichneten Kreisfunctionen, oder dasf 

y(x) = sin7ra7 und i|)(x) = cosTta? 

ist. 

$. 17. 

Nachdem die Formeln (6 u. 8 §. 14.), nämlich 

^^{x+y) = '\px'\j>y — cpxgjy 

gefunden sind, bietet sich zunächst der Gedanke dar, beide in eine einzige 
symbolische Formel zusammen zu fassen. Bezeichnet man nämlich }/ — 1 durch 
I9 sa ist die erwähnte Formel : 

(1.) il^(x+y) + ifp(x+y) = (i|>x + ig)x)(a|;jr + i9)y) ; 

denn sie zerfällt in die beiden obigen, wenn man die reellen Theile beider Seiten» 
dieser Gleichung einander gleich setzt, und eben so mit den CoefBcienten yoni 
verfährt 

Die Formel lässt sich leicht zu dieser: 

'il}(ar + y+z) + iqi(x + y + z) = (i^jx + i(pa:)('\py + iyy)(;\p z + iqit) 

erweitern, aus welcher man dann durch Wiederholung der hier benutzten Ope- 
ration leicht die Formel 

(2.) 'il)(nl) + i(p(nx) = (il)X + i(pxy 

findet, in welcher n eine positive ganze Zahl ist. Da aber 

(^pnxy + {(pnxy = 1 , 

also oinx-hiffifia? = : = t7 n— — r ^ \ = (tta7 + ia)«)r 

ist, so ist auch 

30» 



226 13- Scheübach, die ea^aehiten pmodUchen F\tnetionen. 

'\^f{ — nx) + icp( — nx) = (i|)a7 + i9)x)""; 

and daher gilt die Formel (2) auch für eia negaiwes ganzes n. 

Aus (2) erhält man auch, wenn man die Gleichung mit ^ potentiirt 

('^nx + i(pnxy = (i|;a?+ lyx)'" = 'k^rmw + iipmx 

Vertauscht man hier x mit - . so wird 

n 



mx mx 



also gilt die Gleichung (2) auch fi^r gebrochene n. 

Setzt man in (2) x = — und erwägt dass i|;2 = 1 und 92 = ist« so 
erhält man 



(3.) (^,?B + ,,p?5)- = ,. 



Also hat die Function a|; — + 29 — die merkwürdige Eigenschaft, dass ihre 

nte Potenz der Einheit gleich ist, und 

• ' . "■ 

ist' eine periodische Function von x, die stets wieder zu ihrem ursprüngUchen 
Werthe zurückkehrt , so oft x um n Einheiten zunimmt. 

Diese periodische Function hat eine imaginäre Basis» aher das Argument 
X durchläuft reelle Werthe. Man kann aber auch noch zu einer andern perio- 
dischen Function mit reeller Basis und imaginärem Argumente gelangen. 
Denn es ist 

und, wenn n unendlich gross angenommen wird: 



also 

4.X-H .>x = (^D"|n. ,> -: = ^, 1 r = (1 + '5^)-, 
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oder aucb^ wenn man ixx mit x' vertauscht: 






Für 0? = 1 ist 

(l + D'-l+i + i + J+ 2,71828 = e, 

-wenn diese coostante Zahl mit e bezeichnet wird. Dann ist aber, wenn man -- 



X «* «• 



•. ••• 



Statt n setzt: 

Vertauscht man wieder j; mit ztcx^ so wird 

Für a = 2n wird \|;2n = 1 und cp2/» = 0, wenn n eine ganze Zahl ist; daher 
ist 

und e^ ifit also ebenfalls eine periodische Function, deren Periodieität aber nur 
dann Statt findet, wenn x imaginäre Werthe durchläuft, also von der Form 
a -h ih ist. 

Da nun xj^o; + /g)x = e'*'^*^ 

also xjio? — icpx = e~*"* ist, 

so wird ij;a: = K^"^"'' + «""^) 
und yo: = \i{e^^— e'^'). 

§. 18. 

Unsere Aufgabe konnte hiermit als geloset betrachtet werden, da jetzt die 
wichtigsten Eigenschaften der einfachsten periodischen Functionen und ihr Zu- 
aaramenhang untereinander nachgewiesen sind. Besonders diejenigen Mathema- 
tiker, welche ein Interesse an der systematischen Entwicklung der einzelnen Dis* 
dplinen ihrer W^issenschaft nehmen, werden diesen Untersuchungen ihre 
Berücksichtigung nicht ganz Tersagen ; denn in der That: wenn man an die Auf- 
führung eines Lehrgebäudes der Analysis denken sollte, würde die Idee der ps^ 
riodischen Functionen^ abgesehen von ihrer hohen praclischen Wichtigkeit, schon 
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deswegen in den Vordergrund treten, weil sie zu fruchtbaren Parallelen zwischen 
Geometrie und Analysis Veranlassung giebt. 

Ich werde in dem folgenden Paragraph noch zu zeigen versuchen , wie 
einfach sich viele Sätze durch den hier benutzten Algorithmus beweisen und fin- 
den lassen, und in welcher V\^eise diese einfachen periodischen Functionen durch 
Kettenbrüche dargestellt werden. 

§. 19. 
Es ist 

cp(x) = aarg 4y-r ""° aJ;(x) = iT ^2^-1)« » folglich 



V(« 



(1 - g)) _ 1 t? ((2A - 1)« - 4»« (1 ~ g)«) (2A -f. 1) ^ a, 
tpx ~2x" 4CA»-««)(2X-1) ~^«-#* 



Die Zähler der Partialbrfiche werden nun wieder auf die bereits bekannte Weise 
gefunden ; indem man die Gleichung mit x — 5 multiplicirt und a; =s s setzt. 
Man erhält dann 

.^ v ) = —^ 

also 

a, = -— - ; daher wird 

V;jr(I — a) I -^V/ici 1( fp2a ipa 1 v^a V'2a 
q>x n^^x^t 7t\ «+2 ot-hI iP « — 1 « — 2 

oder, in den bekannten Zeichen : 

n\ c osnxQi'^a) 1_ 2gf co8a;g eo92an C083a;g coslan | 

^^•^ sinrfia: ""na?"*" ;i l«*- l"*" ««-4 "*" «« — 9 "*'a?* - 16 "*" f 

Hiernach ist nun 



1 2£rco86^ cos2&;i C083&;t cosUn i 

^j?"*" ;i t«*— 1 "*" «* — 4 "*" *• — 9 "*"«* — 16 "^ 3 • 



cos;r + (l — i) 1 ^ 2«(C08&;c ^ cos2&;c _ C0836;c ^ cos46;r 

sin 71 X " 
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Die Differenz beider Gleichungen giebt, wenn man ^(a+&) = a und \(fl^b)=sß 
setzt: 



2s^ sina9tünßn sin2a;rsin2/?;r 8in3tt;gsin3/y;g i 

— n 1 ••-1 •* ^^TZa ^ «»-9 *** j • 



ri ngtg(l — tt)8inggdp^ 2dP csino^rsin^ sin2a;rsin2/?;r 8in3tt;gsin3/y;g 

sinnx 



Für ß = erhält man aus dieser Gleichung : 

DifTerentiirt man (1) nach a, so bekommt man die Gleichung (3) ebenfalls. 

Wenn man die Formel (2) direct durch Zerlegung in Partialbrüche ab- 
leiten wollte, so müsste man mit einiger Aufmerksamkeit verfahren. Da 9x(l-a) 
und fpx eine gleiche Anzahl Factoren enthalten, so lässt sich nicht der Bruch 

^^ — , wohl aber der Bruch — ^ - in Partialbrflche zerlegen. Man setze 

also 

yg(l— g) _ 1^ tts 

dann erhält man 









Dieser Ausdruck für den Zähler a^ ist nur richtig, so lange s von verschieden 
ist; denn um a^ zu Knden, hat man nur: 

daher ist 

yg(l— g ) jPtj,* y^g (1 — g);r "^ y#g 

— 1 Jj-g yjg t^j? ()p#g | _ 2-g| ^yig qpjrgJ 

Ist nun aber x(l — a) eine sehr grosse ganze Zahl, so verschwindet die Summe 
-^;3 — li, so wie links der Zähler q)xCl — a), daher bleibt nur 
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Mao erhält also endlich : 



ipX ;^^.l «• — x* • 



welches die Gleichung (2) ist 

5. 20. 

Ueber die Grenzen, innerhalb welcher die mit a bezeichnete Constante 
in den zuletzt entwickelten Formen liegt, ist Folgendes zu beachten. Wollte man 

z. B. ^j^^ in Partialbriiche zerlegen, und es wäre a von der Form a + nw, wo 
a kleiner als ic und n eine positive oder negative ganze Zahl ist, so erhielte man: 

cosax co8axcosn;s;ff Anaxtinnnx 'KSi k. 



smnx smnx sinnx -^«— -« 

Multiplicirt man diese Gleichung, um k, zu finden, mit s — s, und setzt 
dann x = ^, so fallt, wegen des Factors sin rtxs^ der zweite Theil links ganz weg, 

und man würde auf diese Weise nur die Zerlegung von ^r*- bekom- 
men ; daher muss a zwischen — tt und + tt liegen , wenn die erhaltene Formel 
volle Guhigkeit haben soll. 

Man siebt nun leicht, dass die Formet 

cos^r jr(l — g) 1 ^y cosa;r# 

nur gilt, so lange 

2n 2a + 2 



a 



ist; denn wenn man die Potenzen der Cosinus in Cosinus der vielfachen Winkel 
aufloset, so braucht man nur die vorher angewandten Schlüsse zu wiederholen^ 
um sich von der Richtigkeit der Behauptung zu überzeugen. 

§21. 

Die beiden Reihen (1 und 2, §. 19) führen unmittelbar, wenn mao x 
durch wy — 1 ersetzt, zu den beiden bestimmten Integralen 
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Durch dieselben Mittel erhält man auch mehrere andere bestimmte Inte- 
grale. Um z. B. den Bruch 

in Partialbriiche au zerlegen« setze man ihn den beiden Summen^Ausdrficken 

r — ?! 2 A 



gleich. Zur Bestimmung von a, erhält man : 



Es ist aber 'ip (j + ^ + j) = 9(y + 2j + 1), daher wird 






und denselben Werth bekommt auch /9«, folglich ist: 
rinnx wx 1 tr 






GOsnxH-ootny y/x-t-yp n _• (a« -f- JL •»• dr •»• y 



^ 2-^ 2« + l-<-x 2-g 2< + l-|-x 2^ 2< + l+ a? 

«•_.(2# + l + «)»-^» «d(2« + l4.«)«-y»~"«^(2#-»-l + «)»'-jf» 

— «^ ((2# + 1 - *)• -y« - (2» + 1+«)» - y») * 
Ersetzt man in dieser Formel y durch yY — 1, so findet man: 

■ 

(3-) ev ^. 2 cbsii« -f- e-^ ~ ^'^ ((2# 4. 1 — a;)* +y* (2# 4-1 + «)'4- y*( ' 

Multiplicirt man diese Gleichung mit cos aydy^ und iotegrirt von bis QO, so 
erhält man, mit Benutzung des eben in (1) angeführten Integrals: 

CreUe'f Jonmal f. d. M. Bd. XLVni. Heft 3. 3I 
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V *^ 



— (25 + 1 + x) 



. r COSflydy / 



Wio oach Vertauschung von ?ra7 , icy , a mit a; , z ^^jca ergiebt sich: 



v*v /e^-|.2cosa?+e-' ~ 2sin^* 






Für a^ — 1 statt a^ folgt hieraus: 

.-^ r 0*-^'^er^^ 71 sinax 

^^v Jff^'^2cosx'he"^^ ~ 2sina?'sma7j ^ 

und für a = : 

(6.) /;" "' ■ ' 



€^'+2 cos o: -+- e"' 2 sin a? * 



Aus den Formeln ($. 19) hat man unmittelbar: 

sin;ra:(l — a) 2«* "t^ sin*a;r 

sm;rj: ^^ ;r +i«(*— «)' 

oder, wenn man a: mit o:)/ --^ 1 vertauscht: 

Ersetzt man hier rr durch na: und a durch r^und nimmt dann n unendh'ch gross 
an, so erhält man aus der letzten Formel : 






Aus der Formel 
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cosnxCl'^a) 1 2j? ■*-' cosAÄ^r 

wird für a = 0: 

1 2a:+» 1 
COlTTX = -- — — '^ Zi Zi 

und aus diesen beiden Gleichungen 

l-^cosanrj: 2a:"!^cos«a;r— cosan^x 
sinaTTX = --.i ;s — "i , 

Setzt man hier wieder nx statt x, - statt ait und nimmt /i unendlich 
gross an, so gelangt man zu dem bestimmten Integrale 



,^ V j cosas — cosax ^ 



2är" 



Aus den hier gegebenen Beispielen ist hinlänglich klar, in welchen Fällen 
sich die benutzten Methoden zur Auffindung bestimmter Integrale anwenden 
lassen. 

§.22. 

Ich werde in diesem Paragraph noch einige Reihen für die Kreisranctio- 
ben angeben , die ich sonst nirgends angetroffen habe und deren EntwicIduDgs- 
methodc eine gewisse Allgemeinheit hat. 

Es ist 

1 - a 

s= 1 + 



h 
oder wenn man auf beiden Seiten (\~'aS(\~^h\ *^^^^'- 

= 1 + 



und durch Addition von /^^q^/^ ^Ayt — 1. ^ stuf beiden Seiten : 

- ^ 1 . a b_ c 

\}0 (l-ö)Cl-6)(l-c) — ^"'"l-a"^a-a)(l-6) + (l-a)(l-.J)Cl-c) • 

Man sieht leicht, dass diese Formel ffir eine beliebige Anzahl von 

31* 



V 
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Factoren gilt Vertauscht man a, bp Cf ^* jj^f ßf ^•'••j ^o geht sie in fol- 
gende fiber: 

(2.) -£L*^-.-?L.JL 



~^"*"«-a'*"(a-a)(/J-6)"*"(«-a)0f-Ä)Cy-ü)'*"(«--o)Gff-*)(ywo)(^4) 



'••M 



Diese Formeln lasten sich offenbar auf die Zerlegung von Prodaoten -mt 









anwenden. 
Es ist z. B. 

m ^i*!+JL » 15 » 68 

ÄlSi " 2 4A* - «» ■* rrp'M- #«• 36 -»•* 64 - •» 



8 15 [ 85 68 

" 3-.(c«- l)*15-(««-l)'35-(a*~l)'68-<c*-l) * 

daher nach (2) 

^. _- , ««~1 3(««-l) , 8.15(«i«-l) 

^*v Sillr^ — * '•■4-»«'*"(4-««)(16-««)"^(4-«»)a6-«»)(86--««) 

8.15.85(«»~1) 

**" (4- c*)(16 ~ c*)(36 ~ c>)(64 - ««) "*" 

Für X as erhalt man aus dieser Gleichung: 

/j X 2 , /Ix« 1 /1J\» 1 /1.8.5\« 1 /1.8.6,7\« 

Eben so ist 

1 ♦• (iX-l)* 1 3» 5« r 

ööilii« •* ;f (2 A - D« - «• — Ü^' S»-"«** 5«- •«* 7»- «« » 



also 



9.25«* 



(1 - «•)(» - «») (25 - «•) (49 - «•) 
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Zieht maa zn beiden Seiten dieser Gleichung 1 ab, dividirt dann durch a^ und 
•etat nachher o; es 0, so erhält man den Ausdruck für Jn* in ($. 13). 
Durch dieselbe Formel findet sich auch : 

^o.; xcotjwxsB— ^__^, ~ (4 - *•) (16 - «»)"" (4 - *«K16-«*) (86 - «•) 

(1 - «•) (9 - **)(25 - «»)(7 + 2«») 



(4 - x«)(l6 - «^(SS - 1*) (64 - «») 



t1\* 1 „ . g(l -1-2^«) g(4-y«)(3-<.2g*) ar(4~a-«)(16-g«)(5^.ag«) 

^7.jtang^.]9rs « «H-j^d _ *«)"^ 3.6(1 - *•)(»- tf»)"*" 2. 7(1 - x*K9 - «»)(26 - «•) 

. g(4~a»)(I6~a')(36~af)(7-t.2»*) . 
"*'7.»(l-«»)(»-**K25-**)(4»-*»)"*' 



Siridirt man nun diese Gleichung durch x und setzt dann d? = 0, so erhSit man: 



(a),. = i44(|)Vi.(|i)V1.0l 



«AI ^„w«-^ >(l-x«) a-a-^«)(4- ;g») ■ x(l -g')(4-g«)(16 ^x») 
CIO.) «ni« J> = 4? + -y78— + (OJig + (1.3.6)« 7 

. »(l-ar«)(4-«»)(16-af»)(36-««) . 



(1.3.5.7)» 9 



• •••• 



§.23. 

£8 lassen sich aber auch noch auf ganz andere Arten Reihen für der- 
gleichen periodische Punctionen finden. Schon einzehie Beispiele werden hin- 
reichen p die Methode au erläutern. Man weiss z. B.« dass die Function rriri 

für s^Z,9, 15, 2I3 27 unendh'ch wird und für o? = 0, % 4, 6^ 8, 10, .... 

die Werthe 1,2^ — 2, — 1,— 2|^2, .... annimmt. Man kann daher dieser Function 
die Form 

gehen. Setzt man nun hier fBt or nach und ifach 0,2y4|6«..., so nimmt die Seite 
h'nks in dieser Gleichung die Werthe 1,2, — 2^—1,.... an, wodurch man für die 
CoefTicienten ji^B^C^D^.... die Werthe 
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5 5.13 7.9 

1 » 4 » "~ 12.16 » 16,32 ' •"•• 
findet. Es ist also 

.-. 1 - 5g« 65 j;«(2« - X*) 63jr'(2«-g«)(4«-g*) 

^'■'> coalnx — ^ "*■ 4 (3* - x*) 192(3»-ar»X9*-»»)'*"612(3»-x»)(9«-x*X*5«-*»)~- 

Zieht man zu beiden Seiten dieser Gleichung 1 ab, so erhält man links - i" » 
und wenn man nun mit o;' dividirt und dann x == setzt: 

65 7 
^ = 1" "~ 486"*" 2025 "~ ••••• ^^ "> o097; 

während der wahre Werth 9,8696 ist. Man sieht, dass diese Reihe, die ohne 
alle nähere Kenntniss der Function, welche entwickelt werden soll, gebildet wurde, 
dennoch zur numerischen Berechnung ganz geschickt ist. Wollte man z. B, die 
Secante von 15* berechnen, so müsste man 07 = ^ setzen und würde dann schon 
durch Benutzung zweier Brüche dieser Reihe sin 15* « 1,03527 bis auf 5 Deci- 
malen genau finden. Diese und die ähnlich gebildeten Reihen haben vor den 
bekannten iVif?(^/o/i'schen insofern einen gevrissen Vorzug, dass sie die Kenntniss 
von IC nicht voraussetzen und folglich unmittelbarer zum Ziele führen. 
Ganz auf dieselbe Weise werden folgende Reihen gebildet : 

1 iq^x^) ll(l -3r^)(2»^a>«) 51(l^^>)(2»-ar^)(3t-ar^ 
(Z.) cotjTTO? = ar"^a:(4«-ar»)"^2ar(4*-a^X8*-a-«)'*"8j-(4«-jr*X8'-:t»)a2»-*«) 

15 (1 - a'*)(2» ^ 3r^X3' - x^K^* - x^) 135(1 - jr^(2» - x*)i^*--x^W^x'')(ß^'-a^ 
'*'2jr(4*-j-«)(8»-ar«)(l2*-i»)(16«-jr»)'*"l6j<4*-ar»)(8»--ar*Xl2»-"^')U6'-^^^^ 

/« S . a. - 1 ^' ^ ^*(x» - 1) x \x*-l)i x* - 4) . arV~l)(a r« ~4)(x«-9) 
(3.) cosjwa? = 1 — 2]"* 4j — g] -• 8] i- 

^'i ^ .m 1* ^ = il/qL ar(^*-l) ; r(x'-l ) (x*-4) a:( x«-l)(x«-4)(x«-9) , ) 

Da es hier nicht meine Absicht sein kann, den Gegenstand ausführlich abzuhan- 
deln, so mögen die gegebenen Beispiele genügen. Es werden sich danach leicht 
für ähnliche Functionen ähnliche Formen bilden und berechnen lassen. 

Berlin , im Januar 1853. 
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13. 

UntersuchoDgen über ganze Functionen. 

(Ton Herrn Prof. Dr. Ueine za Bonn.) 



TTann ist eine Gleichung irreducibel? 

1. 

xLs kommt häufig vor, dass man zu untersucheD hat, ob eine gegebne 
ganze Function einer Yeränderlicben irreducibel sei; oder, allgemeiner gesagt: 
dass man diejenigen Factoren einer gegebnen ganzen Function mit rationalen 
Coefficienten zu suchen hat, welche wiederum rationale Coefficlenten haben. 
£s scheint bisher nur der einfachste Fall erledigt zu sein; nämlich der Fall, in wel- 
chem es sich um Factoren ersten Grades, also von der Form x + a handelt, wo 
a eine rationale Zahl ist Es ist schon seit lange eine Methode bekannt, die ratio- 
nalen Wurzeln einer Gleichung mit rationalen Coefficienten zu finden. Wir 
wollen hier zeigen, wie sich die allgemeine Aufgabe durch Zurückfflhrung auf 
diese besondere Aufgabe losen lässt. 

2. 

Es sei 

(a) y(^) = x" + fl,a?""* + + o. 

eine gegebne ganze Function mit rationalen Coefficienten a. Wir werden nun 
untersuchen» wie eine ganze Function vom m ten Grade : 

beschaffen sein muss, damit sie erstensy*(ar) theitt^ und zweitens rationale Coef- 
ficienten y hat. 

Da ^(po) \tkf(jx:) aufgehen soll» so wird bei der Division ein Rest bleiben, 
dessen Zähler von der Form 
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und identisch gleich Null ist. Man erhält daher die m Gleichungen 

(y) -^1 = ^2 = j4^ s= 0. 

Die A sind offenbar rationale Functionen der y, so dass sich durch 
Eh'mination m Gleichungen mit rationalen CoelBcienten aus ihnen finden lassen» 
Ton welchen jede mir eine der Grossen y enthalt. Wenn wir eine GrSsse ratio- 
nale Function von anderen nennen» so sollen auch ihre sämmtlichen Zahlencoef* 
ficienten rational sein. (Die Gleichungen (y) können weder widersprechend, 
noch unbestimmt sein. Denn tp(x) theät/Qt)^ sobald alle y den Gleichungen 
(7;) genilgcn , und umgiekehrt; ferner können nicht unendlich viele, sondern es 
kann nur eine beschränkte Anzahl von 9(x) existiren. 

Man suche nun die rationalen Wurzeln dieser Gleichungen. Giebt auch 
nur eine Gleichung keine rationale Wureel, so hat/(^) keinen Theiler von der 
geforderten Beschaffenheit Im Allgemeinen wird man für jedes y eine gewisse 
Anzahl rationaler Wurzeln erhalten; es mögen sich für yi^ y%^ resp.ri, r^p u.s.w. 
ergeben. Die zusammengehörenden Werthe lassen sich entweder durch Substi- 
tution in die Gleichungen Qy) ausmitteln, oder man bildet die Vi^r^ r«. Func- 
tionen für ff{x)^ welche man erhalt, wenn man für jedes y die ihm zukom- 
menden rationalen Werthe der Reihe nach setzt , und versucht, welche von die- 
sen Functionen f(x) theäen. 



3. 

Auch ohne die Gleichungen (y) zu bilden und die beschwerliche Elimi* 
nation auszuführen, lassen sich die oben erwähnten Gleichungen ffir jedes y fin- 
den. Um die Gleichung aufzustellen ^ deren Wurzel eine bestimmte von den 

Grossen Yi^ yt Jm i^t, welche l^sein mag, muss man in*s Auge fassen, dass 

Y eine symmetrische Function von m unter den n Wurzeln der Gleichung 

f(jx!) = 0, und zwar von bestimmter, bekannter Form ist. Setzt man in diese 

Function statt der ursprünglichen m Wurzeln, der Reihe nach alle mSglichen 

Gruppen von m Wurzeln der Gleichung /(rr) = (die Anzahl dieser Gruppen 

ist offenbar jT^ äi * **"^ ^^^^ ^''® ^^^ "*'* ^ bezeichnen) ^ so 

entstehen /i Werthe, die Y, y^ y^^.i'Sein mögen. Dann ist Y eine Wurzel dei* 
Gleichung 
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Da aber jede symmetrische Function der CiiTTen T^ Y^^ Y^^i auch 

eine symmetrische Function aller Wurzeln der Gleichung /(^) = 0, also be<- 

kannt ist, auch ohne dass man /(x) = auflöset, so wird das obige Product die 

Form 

(d) Y^ + b,Y^'' + + Ä^ = 

annehmen ; wo die h rational und bekannt sind. 
Beispiel. £s sei zu untersuchen , ob 

/(o?) = o?' — :i?* — 2a: + 2 

durch eine Function Tom zweiten Grade mit rationalen GoefBcienten« SpC^) '^^'^* 
har sei ? 

Man setze 

und bezeichne die (unbekannten) Wurzeln von /(x) = durch €4, Oa, o»» 

3 2 

Sucht man zunächst die Gleichung für^i, so ist fi = y-Ä = 3; ferner 

T^=^ a^ + a^ , Yi^szoi + a^ , J^jssoj + o,, 
Dies giebt 

folglich 

y^— 2r«-F=o. 

Der rationale Werth, der sich hieraus ergiebt ist yi = 0. 
Setzt man jetzt /a = ^» so erhält man 

r]r,+ rr,+ r,r, = -2, 

IT,!, = + 4, 

r+2r — 27—4= 0. 
y,--2. 

Es kann daher g>{a) nur gleich x^*- 2 sein. Dieses tJieät auch/(a;); also ist 
wirUicb q>{x) = a?'— 2. 

Orelle'b Joimial f. d. IT. Bd. XVLUL Heft 3. 32 
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i. 

In No.3 ergab sich eine Methode, fBr jeden Goefficienteny einer Funcbon 
9(^)« welche /(o?) theili^ seine Gleichung zu bilden. Das Verfahren zeigt 
deutlich : 

1) Dass» wie auch die Coefficienten a von f(jx) beschaffen sein mögen, ratio- 
nal , oder nicht, die Coefficienten b der Gleichung für Y immer gefunden 
werden können, ohne dass es nothig wäre, /(x) = aufzulösen. 

2) Dass die b nur die Irrationalitäten enthalten , welche in den a selbst vor- 
kommen. 

Man sah , wie sich die Aufgabe : zu untersuchen , ob eine Function /(x) 
mit rationalen Coefficienten durch eine eben ^o beschaffene Function vom mten 
Grade, 9(x), theilbar sei, durch Zurückführung auf eine einfachere Aufgabe, 
nämlich auf die Frage, ob (d) mit rationalen Coefficienten b eine rationale Wurzel 
habe, losen lässt. In (No. 6 u. 6) soll gezeigt werden, wie durch die gleiche 
Methode zwei andere Arten von Aufgaben geiöset werden können^ die fflr die 
Lehre von den Gleichungen wichtig sind. 

5. 

Von der ersten Aufgaben -Art setzen wir den Hauptfall, aufweichen die 
andern zurückgeführt werden können. VVir werden näniiich zeigen, wie zu 
finden sei, ob eine gegebene irreducibeie Function mit rationalen Coefficienten, 
/(j?), durch Hinzufügung dei Wurzeln einer gleichfalls gegebenen irreducibelo 
Gleichung mit rationalen Coefficienten a|)(x) = reducibel werde, d. b«, ohfQc) 
einen Factor /(o?) habe, dessen Coefficienten rational durch die, wenn auch un- 
bekannten Wurzeln von tp(a?) » ausgedrückt werden können. In den com- 
plicirteren Aufgaben derselben Art würde man auch/(x) irrationale Coefficienten 
geben, und dann nach demjenigen Factor ^(x) fragen, dessen Coefficienten ausser 
den Wurzeln von '^^{x) » noch die Irrationalitäten enthalten, welche in den 
a selbst vorkommen. 

Die Aufgabe wird durch (No* 3) sogleich auf die folgende zurückgeführt. 
Man soll untersuchen, ob die Gleichung (d) 

in welcher die b gegebene rationale Zahlen sind , eine Wurzel haben , welche 
eine rationale Function von den Wurzeln ßi^ ß^y u. s. w* der Gleichung 
ij;(a;) a» ist. 



13. H(0»M| Dtttertuokimgen über game fknctiofi«i* 241 

Diese Aufgabe lässt sich wiederum vereinfachen , indem man statt der 
Wurzeln/? eine einzige Wurzel einer irreducibelen Gleichung einführt Bestimmt 
man nämlich ganze, oder auch nur rationale Zahlen gi^ g^ u. s« w. so, dass 

^iA+^s/^a + 

fdr alle Vertauschungen unter den Indices der Grossen ß, verschiedene Werthe 
annimmt, und setzt 

so genügt y einer irreducibeln Gleichung ^(^ ■■ 0, deren Coefficienten ra- 
tional und bekannt sind. Ihr Grad sei v, Sämmtliche ß lassen sich dann, nach 
bekannten Sätzen von uibel und Galois^ rational durch V darstellen ; so dass nur 
zu untersuchen ist, ob die Gleichung (d) eine Wurzel IT habe, welche eine ratio- 
nale Function einer Wurzel der Gleichung &{y) « ist (S. dieses Journal 
Bd. lY. p. 261, und Lioupüle^ Journal de Mathematiques Tom. XL Man vergL 
auch Serret, Cours d^algcfbre sup^rieure p. 149.) 

Wir wenden endlich zur weiteren Vereinfachung einen Satz an, welchen 
Gait^ ih „Methodus nova iutegralium valores etc. No. 11" entwickelt hat, wel- 
chen wir Vie folgt aussprechen : Jede rationale Function einer Grösse V ist, 
wenn V die Wurzel einer algebraischen Gleichung bezeichnet^ gleich einer 
ganzen Function fon V (die im gegenwärtigen Falle rationale Coefficienten hat, 
weil nur solche in der Gleichung für V^ nämlich i^'C^ = 0, vorkommen. Be- 
kanntlich kann eine irreducibele Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, im- 
mer nur in dem Falle algebraisch aufgelöset werden, wenn )ede Wurzel der 
Gleichung eine rationale Function von irgend zweien unter ihnen ist. Man kann 
nach dem Gaa^^/schen Satze mit derselben Allgemeinheit sagen, dass jede Wur- 
zel eine ganze Function dieser beiden (mit rationalen Coefficienten) sein muss. 

Wir müssen also sehen, ob {h) eine Wurzel 

habe, wo die z rationale Zahlen bezeichnen. Setzt man diesen Ausdruck für 7" 
in (d) und reducirt die Potenzen von V, deren Exponent v — 1 übersteigt; mit- 
tels ^(^) = 0, so erhält man ein Aggregat 

welches gleich sein muss. Da aber^(/^ irreducibel ist, so folgt aus der einen 
Gleichung das System folgender v\ 

32* 
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Aus diesen Gleichungen wird man die z auf dieselbe Weise ermitteln « wie man 
in (No. 2) aus (y) die y fand« 



6. 

Zur letzten Aufgabe betrachten wir eine gegebne GIeichung/(ar) «■ 0, de- 
ren Coefßcienten a rationale Functionen einer allgemeinen Buchstabengrosse r 
sind. Wir wollen auch hier nicht mit dem complicirteren Falle dass ausser r 
noch andere Buchstabengrossen vorkommen, (der übrigens keine neue Schwierig» 
Leiten darbietet ), nns beschäftigen. Will man nun untersuchen, ob/(rr) durch 
eine Function 9 (x) theilbar sei, deren CoefBdenten wie die von /(x) beschaffen» 
d. h. rationale Functionen von r sind, so wird man wiederum nur die Gleichung 
(ß) zu betrachten, und zu unterrachen haben , ob ihr, wenn die b gegebene ra- 
tionale Functionen von r sind, ein Werth 7 genüge, der gleichfalb eine rationale 
Function von r ist. Es ist leicht zu sehen, dass die Bestimmung von IT auf die 
einer ganzen Function von r zurückkommt, welche wir Z nennen und die einer 
Gleichung 

genügt 9 in welcher die c bekannte ganze Functionen von r mit rationalen Coef- 
fidenten beaeichnen. Z selbst muss, wenn fp(a:) bestimmt werden kann^ gleich- 
falls eine (unbekannte) ganze Function von r mit rationalen G>e(Iicienten sein. 

Aus (c) zeigt sich leicht« welches die höchste Potenz von r sei, die in Z 
vorkommen kann, Ist ihr Exponent a, so setze man 

Zmm Zo + ZyT + -I- Z«r*, 

(wo die« rationale Zahlen bezeichnen) in(fi), und bestimme aus den Gleichungen 
die man erhält, und deren Zahl grosser ist als die der Unbekannten, alle z. Be- 
quemer lässt sich häufig zum Ziele kommen, wenn man aus (i) das Glied von Z 
bestimm r, weiches die niedrigste Potenz von r enthält. Es sei z^r^. Macht man 

dann Z^Zßi^^Z, 

sucht aus {t) die Gleichungen fflr Z,, dann wieder das Glied vom niedrigsten 
Grade inZ^, und fährt so fort, so wird sich entweder die Unmöglichkeit ergeben, 
Z auf die verlangte Art darzustellen, oder man wird nach höchstens a + 1 Ope- 
rationen am Ziele sein. 

Bonn, den 3. April 1853. 
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14. 

Fernere Untersuchungen über ganze Functionen« 

(Von Hein Professor Dr. Heine m Bonn.) 



Congruenzen. 

1. 

JLIas Folgende wird einige einfache Beziehungen angeben, welche man 
erhält» wenn man ganze Functionen auf eine ähnliche Weise behandelt^ wie ia 
den Elementen der Zahlenlehre ganze Zahlen. 

Man bezeichne mit den grossen Buchstaben ^, B etc. ganze Fonctionen 
einer Veränderlichen x^ die auch zuweilen, um Verwechselungen zu vermeiden, 
denFunctionszeichen als Argument hinzugefügt werden sollen, so dass man dann 
ji{po) oder jr(x) schreibt. Im Allgemeinen können die Coefficienten der ver- 
schiedenen Potenzen von x iii dieser Function irratioruzl sein ; doch werden wir 
uns l>ald auf die Fälle beschränken, wo sie rational sind, und dann abgekürzt 
sagen: die Functionen seien rational. Sind die Coefficienten nicht radonal, son- 
dern nur rationale Functionen gewisser Grossen r| , r^, ...., so werden wir sagen : 
die Functionen seien rational nach Hinzu/ugung von r|, r,, .... 

Der Grad einer Function soll durch ein vor dieselbe gesetztes ä bezeich* 
net werden, %o dass z. B. <f (2 + x + 3x^) gleich 4 ist. 



Das Zeichen 

A^BmoAM 

soll ausdrücken, dass die Differenz der beiden ganzen Functionen A und B durch 
die ganze Function M theilbar, d. h. gleich dem Producte von M in irgend eine 
ganze Function ist. Die Regeln sind leicht zu erkennen, nach welchen mit diesen 
Congruenzen gewisse einfache Operationen ausgeführt werden können. Ich 
erinnere hier nur, dass aus 
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A^BmoAMN, 

A^BmoAM 

folgt; und ferner, dass« wenn M undiV keinen gemeinsamen Tbeiler haben, d. h. 
wenn sie nicht zugleich durch irgend eine ganze Function von höherem als dem 
Oten Grade theilbar sind, dass dann sowohl aus der Gongruenz 

A^B mod MN die beiden 

A^BmoAM ^ A^BmoiN 

folgen, als auch, dass dann, umgekehrt, aus dem gleichzeitigen Bestehen der bei* 

den letzteren die erste sich ergiebt 

Die ganze Function B heisst B^st von A nach dem Modulus ilf, wenn 

nicht nur 

A^ BmodM y 
sondern auch 

8B<dM 

ist Sind A und M raiiorud, so ist das Gleiche mit B der Fall/ 

3. 

Es wird nicht nöthig sein , ausführlich über die Eintheilung der Congru- 
enzen nach Graden zu sprechen. Upter Lösung einer Gongruenz verstehen wir 
immer solche ganze Relationen, die ihr genügen. TVurzeln derselben nennen 
wir Lösungen, die von niedrigerem Grade als der Modulus sind. Ist der Modu- 
lus rational, so wird jeder rationalen Lösung eine rationale Wurzel entsprechen ; 
natürlich werden aber unendlich viele Lösungen auf dieselbe Wurzel führen. 

Die Congruenzen kann man, wie Gleichungen , in reine und gemischte 
theilen. 



'Die Auflösung der Gongruenz ersten Grades 

AX^ BmodM, 

wo A, B, M gegeben sind und A'' gesucht wird, hat keine Schwierigkeil, wenn sie 
überhaupt möglich ist; was immer und nur dann eintritt, wenn der grösste ge-^ 
meinschaftliche Tbeiler von A und M auch B theilt. 

Haben zunächst A und M keinen gemeinschaftlichen Theiler, so müssen 
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alle Losungen nach dem Modulus M einander congruent sein« also muss nur eine 
Wurzel existiren. Man lann dieselbe durch eine Kettenbruch -Entwickelung 
finden; auf ähnliche Weise, wie man die Losung der G>ngruenz 

ax = bmoAm 

in ganzen Zahlen durch die bekannten Eigenschaften dieser Brüche findet. 

Geben femer A und M einen grossten gemeinschaftlichen Theiler J^ so 
ist die Congruenz offenbar unmöglich , wenn nicht auch B durch J theilbar ist 
Ist Dies der Fali, so sind ihre Lösungen dieselben wie die der Congruenz 

Bezeichnet man die Wurzel derselben , die nach dem oben Bewiesenen existirt, 
durch S% so sind ihre sämmtUchen Lösungen, also auch die der gegebnen Con- 
gruenz, in der Form 

A ^ •". med -j 

enthalten; so dsss man in diesem Falle nicht eine, sondern unendlich viele TVur- 
zeln findet» welche durch die Gleichung 

gegeben werden , in welcher für G beliebige ganze Functionen von niedrigerem 
Grade als J gesetzt werden können. 

Wir kehren zu dem ersten Falle zurück, in welchem A und der Modu- 
lus keinen gemeinsamen Theiler haben. Ist M ein Product mehrerer ganzen 
Functionen, z. B. 3/ = NP, wo übrigens N uud P auch gemeinsame Factoren 
enthalten, ja sogar einander gleich sein dürfen, so lasst sich die Auflösung der 
gegebenen Congruenz auf die zweier andern nach den Moduln Aund jP zurück- 
führen. Ist nämlich S die Wurzel der Congruenz 

AX = Ämod. Ti , 

so hat man nur die ganze Function T so zu bestimmen, dass 
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A{S+ JVT= BmodNP , 
oder dass 

B^ AS 
AY= — j^-^moiP 

wird: alsdann wird X^ ^ + Ny eine Lösung der gegebnen Congruenz sein. 

Es lässt sich demnach die Lösung der genannten linearen Con^ 
gruenz auf den Fall zuriickßihren , dass der Modulus ein Product un'- 
gleicher linearer Factoren ist. 

Wir heben noch hervor, dass die Anzahl der Wurzeln der genannten 
Congruenz, welches auch der Modulus sein mag, wie man oben sah, gleich 1 ist, 
dass sie also kein Criterium dafür geben kann, ob der Modulus irreducibel sei, 
oder nicht. Ferner sieht man auch leicht, dass wenn A^ B, M ratiorud sind, 
auch die Wurzel X rational sein muss. 



6. 

Eine zweite Auflosungs-Art der in (No. 5) betrachteten Congruenz, deren 
Modulus nun^ unbeschadet der Allgemeinheit, aus ungleichen linearen Facto^ 
ren zusammengesetzt angenommen cperden soll^ folgt aus der Lagrangif schta 
Interpolationsformel. Sind a|, 04, ..«.a^ die Wurzeln der Gleichung 

Jtf=0, 

$0 ist nach derselben eine ganze Function F(üp) (höchstens vom (m— -l)ten 
Grade} die sich^ffir ^ == a|, 04, ...«o^ resp. in C|, c^, .«..c. verwandelt, gleich 

Tlf/ N \ C| Cf Cm ) 

^W }(a?-aOAr(«0"*^(«-«^ilf(«0 "*^ "•■(«-.am)ilf(aJJ • 

Andrerseits giebt es nur eine solche Function. Wäre nämlich <P{a:) eine 2weite 

Function mit denselben Eigenschaften, so müsste JP— - für o; = Oi^ o^, ..«.ais 

verschwinden, also durch üf theilbar sein; was nicht möglich ist, da sowohl 9a 

als ^0 kleiner ist alsm. 

Da für jedea Werth von or, für welchen itf verschwindet, die Wurmel 

der Congruenz 

AX=ßmodM 

der Gleichung AX =s ß 

genügt, so erhält man als Ausdruck dieser Wurzel : 
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Ä(0 



^^J^i^)S Q^^an)!i(a„) ' 



7. 



Die Auflösung derCoograenz AX'^ BmodM findet man in der Abhand- 
lung \on Gauss in den Comment. Gott Tom III: ^Mefbodus nova infegr. vaK p. 
approx. inveniendi p. 63, No« 11/ Gauss stellt dort („Propositts scUiGct tribus 
Mfunctionibus iiitegris Z, 4, ^' indeterminatae £, quaeritur functio integra» quae 

» fractac r- vice fungi possit» quatenus pro z accipitur radix quaecunque aequatio- 

,,nis i' =r 0. Supponemus autem ....^ atque ^* nulium divisorero commuoem 
„indeterminatum iniplicare'^ die Aufgabe: eine ganze Function JT tu finden, die, 

wenn M = ist, mit -^ übereinstimmt» und loset sie durch das oben erwähnte Ket- 

tenbruchverfahren , indem er also die Wurzel der Congraenz AX^ BmodM 
giebt. Aus der obigen Bemerkung Aber die Lagrangesche Formel folgt, dass 
in der That, wenn M nur ungleiche Factoren hat, die Wurzel dieser Congruenz 

mit dem gesuchten Werthe von -j übereinstimmt. Hat aber M auch gleiche Fac- 
toren, so kann man es in AP zerlegen, wo N alle verschiedene Factoren von ü/, 
aber jeden nur einmal enthält. Alsdann ist schon die Wurzel der Congruenz 

AX = BmodN 

eine Losung der von Gauss gestellten Aufgabe, (Man vergleiche auch über 
diese Aufgabe: ^ Serret Cours d*Alg^bre supe'rieure. Paris 1849. p, 19.) 

8. 

Aehnlich wie in der Zahlen theorie ist es auch hier möglich, eine ganze 
Function X zu finden; die nach gegebenen Modulen willkürlich gegebne Reste 
hat , wenn nur keiner dieser Modulen einen Theiler mit einem andern gemein 
hat. In der That: soll X ^ A modM und X'^B med ^werden, so muss, wegen 
der ersten Congruenz, 

X==A+Mr 

sein ; die zweite Congruenz giebt für T die Bedingung 

MY^ B^A modN\ 

Grelle s Juurool f. d. tt. Bd. XLVllI. Heft 3. 33 
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woraus sich Y besimmen lässig vfenuMund iVIceineD Theiler gemein haben. £s 
ist leicht zu sehen» dass nur ein Werth von^ gefunden wird, dessen Grad klei- 
ner ist, als der von JMJV. 

Beispiel. Die Auflösung der simultanen Congruenzen 

JE = Hh 1 mod 7?+ 1 und 

Ji: = — 1 moda:' + 2 
giebt 

X= 2a^+3 mod (o;» + l)(a^+ 2). 

Wir gehen zu den Congruenzen höherer Grade über, indem wir uns den 
Modulus M als Product ungleicher Factoren vorstellen. 

\^\ X^ A med M, so hat man nach der Lagrangeschen Formel 

X = M(flo)F~^i^^ «od M, 
und wenn auch zugleich T = jB med ilf ist : 



woraus 

folgt. Durch wiederholte Anwendung dieser Formel ergiebt sich, dass, wenn 

X^ j4 med M 
ist und p irgend eine ganze positive Zahl bezeichnet, immer die Congruenc 



Statt findet. Wir haben demnach folgenden Satz: 
Die Wurzeln der Gongnienz 

X^ = AmodM 

findet man durch die Formel 
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indem man für die pien Wurzeln aus den A beliebig von den p Werthen 
nimmt, die ihnen zukommen. Die Congruenz p"^^ Grades hat demnach 
genau /?"* fVurzeln » wenn der Modulus oom mf^ Grade ist 



10. 

Dieses Resultat, nach welchem die Anzahl der Wurzeln einer Congruenz 
Ton höherem als dem ersten Grade, von dem Grade des Modulus abhängt, er- 
fahrt eine merkwürdige Modification , wenn man nur die rationalen Wurzeln 
betrachtet. Man behandele zudächst die Congruenz zweiten Grades, die nach 
dem allgemeinen Resultat 2*" Wurzeln hat, und nehme an, es sei M ratiorud, 
und zwar sei : 

a) 3f irreducibel. Alsdann werden von den 2" Wurzeln der Congruenz, 
die man nach dem Obigen findet, wenn man in 

die Zeichen ± atsf alle mögliche Arten combinirt, entweder keine rational sein^ 
oder zcpei. Ist nämlicli S eine rationale Wurzel^ so muss )ede andere X die Ei- 
genschaft 

haben ; d. h. (X + S)iX — S) nnuss durch die irredudbele Function M theilbary 
also muss X = +S oder X = — 3 sein. Man findet demnach entcpcder keine 
rationale fVurzel, oderza^ei, die sich aber nur durch das Vorzeichen unterscheiden. 
Daraus folgt, dass die Congruenz 

X^^l med AT. 

wenn M irreducibel ist, genau zwei rationale Wurzeln bat, nämÜch -4-1 und — 1. 
ß) Es sei M ein Product mehrerer irreducibeln (rationalen) Factoren. Es 
reicht hin, anzunehmen, dass M = NP ist, wo JV und P irreducibel sind, also 
auch keinen gemeinschaftlichen Factor haben. Die Congruenz JK* = ^ med M 
lässt sich dann (No. 2) durch die beiden simultanen Congnienzen 

jr« ^ ^ med /K und 
JC* = ^iiiodP 

ersetzen. Hat die gegebne Congruenz eine rationale Wurzel S^ so genflgt die- 

33* 
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selbe jeder der stmultafieo» so dass also jede von ihnen gsnau zwei rationale 
Wurzeln +S und -- S bat Es loset also jeder Werth X, der nach dem Modu- 
lasA^ und nach dem ModulusP congnient -h /S*oder ~- S ist, die gegebne Congru- 
enz ; so dass man vier Wurzeln erhält (No« 8.). 

Beispiel. Die Gongnienz 

JC*sliiioil(x« + l)(x» + 2) 

hat die Wurzeln + 1 und ~ 1. Um die übrigen Wurzeln zu finden y zerßlle 

man sie in die beiden: 

JI*slBiod(x' + l), 

JPslinod(a;* + 2), 

dieren jede zwei rationale Wurzeln bat, -4-1 und — I. Der gegebnen Coogruenz 
genügt demnach jeder Werth ^ der eioes der folgenden Wer Systeme simoltaoer 
Gleichungen aufloset : 

1) jr = +liD0d(a7*+l) 2) JTs — lBiod(a^ + l) 

s+lmod(x>-f.2) 5 — liiiod(x*^-2) 

8) X^^lmodial'+l) 4) X^ -lmoi(a^Jhl) 
s — 1 med (a;* + 2) s + 1 mod(«* + 2), 

wodurch man nach (8) die folgenden vier Wurzeln der gegebnen G>ngruenz 
zweiten Grades erbilt: 

TVenn M ein Product von q irreducibeln Factor en ist, so findet man, 

dass die Congruenz 

X^s AmodM 

erUcpeder keine oder 2^ rationale JVuneln hat\ woraus folgt, dass die Con- 
gruenz ^^ = 1 mod M in diesem Falle genau 2f Wurzeln hat ; die man auch 
finden kann, wenn JM in seine irreducibele Factoren zerfallet wird. 

Sollte man also durch irgend welche Mittel erfahren, dass X}= ImodAf, 
ausser ± 1 noch rationale Wurzeln hat^ so ist M gewiss nicht irreducibel ; so 
dass also die Anzahl der rationalen fVurzeln einer Congruenz zct^eiten (auch 
höheren) Grades ein Criteriiunßir die Reductibüität desModulus ist. (No.6). 
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Es ist auch leicht zu sehen , dass, wenn eine Congruenz mit rationalem Modulus 
eine rationale Losung bat^ dass ihr dann auch eine rationale Wurzel zukommt. 
(No.2.). 

11- 

Es sei M wiederum irredncibel , und zwar so beschafTen , dass es auch 
keine ganze Function zum Factor hat^ die nach Hinzufügung von p^^ Wurzeln 
der Einheit rational ist (No« 1). Man kann dann sagen » es sei M^ auch nach 
Hin2ui)lgung von p^^ Wurzeln der Einheit, irredncibel. Dann lässt sich leicht 
beweisen, dass die Gongruens 

entweder keine Wurzel hat die rational, oder doch nach Hinzufögung von p^^ 
Wurzeln der Einheit rational ist, oder genau p. Es sei nämlich die eine Sf so 

sind die andern fS, fl^Sj f^^Sf wenn 9 eine primitive p^ Wurzel der 

Einheit ist 

Ist M redocibel , oder doch nach Hinzufugung von q redudbel 9 so wird 
sich der entsprechende Satz leicht finden lassen. 

12, 

Wir schliessen diese Untersuchungen über die reinen Gongruenzen mit 
einigen Anwendungen auf besondre Falle. 

Es sei nämlich A eine CSonstante, Mss ^ ^ , q eine Primzahl und/i ein 

Theiler von 7 *- 1« Wir wollen ferner die Fälle /> = 2 und /ci = 3 besonders 
behandeln , während wir die Untersuchungen für grossere Werthe von p zusam- 
menfassen. 

o. D/> Congruenz JP s ^mod iTTi- 

Setzt man 

2;i . . 2fr 
r := cos — -I- i%\tk -r- 9 

so finden sich die 2^' Wurzeln der G>ngruenz durch die Formel (No. 9.) : 



X^\ VA'^-^-i^' UtOlriL) A!iVllli 



yf-t(yf-l ^ I) ; 



Uoter dieten Wuraeln hebe man die eine heraus, welche sich fflr d; = r" in 
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(- Wy^ verwandelt, wo das Zeichen y-j das bekannte für db 1 aus der Theorie 
der quadratischen Reste ist Diese Wurzel ist : 

Setzt man statt 

(gy - 1) (r"» - 1) 

die Differenz 
so erhält man: 

oder 

x=,-«-''vfj<^-K-)-i]t'^[e-]*~-4:('r)-']-i!. 

Nimmt man also für A entweder +y, oder — y, je nachdem ^ ~ 1 oder 
^ = 3 nach dem Modulus 4 ist, so ergiebt sich für X eine rationale Function. 
Verbindet man hiermit die frähem Sätze, so erhält man folgendes Resultat: 
Die einzigen rationalen fVurzeln der Congruenz 

wo q eine ungerade Primzahl bezeichnet , sind die beiden : 

^=*Ki-C-)>^[>-(f)]+ H.4i-(tf!)]+ij , 

SO dass also jede Potenz von x mit oder 2 multiplicirt ist. 

ß. Die Congruenz X^ == ^mod ^^ , wo y = lmod3 ist. 

Es bezeichne 9 eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit. Man zerfalle 
q in das Product ihrer aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten 
Pnmfactoren^ die primär genomnien werden, d. h. = — ImodS. Der eine dieser 
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Primfactoren sei q^ ^^^ andere q^; und zwar sei qi derjenige Factor, welcher für 
eine primitive Wurzel g die Bedingung 

gi(9-i) = Qinod^i 

erfüllt (Mao vergl. dieses Journal Band 28. S. 294. ^Eisenstein, Formen dritten 

Grades") Z. B. für y = 7 ist 9, = 2 + 3? und 9, = 2 -|-3(;^ 

Aus den 3^^ Wurzeln der Congruenz heben wir diejenige bestimmte 

s 3 

Wurzel heraus, welche sich für ar = r, i^, ....;^* resp. in yAQ^\ ]/A{i^\ .... 

y^Q^^^ verwandelt, und deren Ausdruck sich nach geeigneten Transformatio- 
nen auf folgende Weise darstellen lässt: 

oder auch durch die Gleichung 
s 
^ = V^.[x'-((?"'-l) + x»-»(,?--l)+ + x(9'-'--l)-l]. 

Dies giebt folgenden Satz : 
Die Congruenz 

bat zwar keine rationalen Wurzeln, aber drei Wurzeln , welche nach Hinzu- 
fugung von dritten Wurzeln der Einheit rational werden. Diese sind S$ 9 3t 
9* 3f wenn man S gleich 

setzt. Vertauscht man 9 mit 9^ so erhält man Auflösungen der Congruenz 

BeUpieL Für 9^7 erhält man, als Wurzeln der Congruenz 

die Wertbc: 

i-rs x»((j- l)+x*(9»- l) + x»C(?'- l) + x»(9- 1)- 1 ; 

# 

femer 9 3 und 9* 3* 
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<y« Ist p irgend! ein Tbeiler von (f-^h und 9 eine primitive ptt Wurzel 
der Einheit, so wird immer 

eine Wurzel der Congraens 

sein« wo j4 eine gewisse« aus gana^n Potenzen von 9 zusammengesetzte, von x 
unabhängige 2iahl bezeichnet. Die andern Wurzeln« die nach Hinzufiigung 
von 9 rational sind, werden qS» q^S» if"^ S sein« 

18« 

Wir kommen endlich zu den quadratischen Forrnen, aufweiche sich 
ohne Mähe eine Reihe der Sätze übertragen lassen , welche Dirlchiei in diesem 
Journal (Band 24« S* 324—332) für die complexen» aus 4ten Wurzeln der Ein- 
heit zusammengesetzten Zahlen entwickelt hat Nur an einigen Stelleo sind Be- 
merkungen hinzuzufügen , indem nicht sowohl von der Darstellung einer ganzen 
Function durch eine Form überhaupt« sondern nur von der einer rationalen 
Function durch rationale Functionen X, Y die Rede sein soll. Wir stellen uns 
daher unter den Grossen j4, J7« C rationale Functionen ohne gemeinsamen Tbei- 
ler vor. Soll nun die durch kein Quadrat theilbare Function M durch die Form 
(yi, jBy C) dargestellt werden« so suche man alle Wurzeln der Congruenz 

welche J?i« Z^ •••• sein mögen« Die ersten und dritten Glieder einer Substitution 

M, Z , — jg — j^ wo für Z der Reihe nach sämmtliche Werthe 

^1« Z29 •••• gesetzt werden, geben Darstellungen Xund Y ffir M durch die ge- 
gebne Form {A^ B, C)] und diese Darstellungen, auf gehörige Art mit den Wur- 
zeln der Gleichung P^ — DQ^ = 1 zusammengesetzt« geben sämmtliche Werthe 
von X und Y. 

Sind X und IT gleichzeitig rational^ so gehören sie zu einer rationalen 
Wurzel Z* In der That lassen sich dann rationale Functionen X* und Y* von 
der Beschaffenheit finden, (Nr. 5), dass XY^ — YX' = 1 ist« und es wird die 
Darstellung X , Y zu der Wurzel Z geboren« die nach dem Modulus M con- 
gruent« nemlich 



( 
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d. h. eine rationale Fanction ist; woraus folgt, dass diese Wurzel der Congnienz 
^2 = /> med 3/ selbst rational ist. (No. 10.) Die Substitution durch welche 

M , Z , — jyr — ) verwandelt wird , ist 

X , X'- GX'\ 

r , t-gyJ , 

wenn GM das ganze Vielfache von M bezeichnet, um welches sich AXX' + 
B{XY' -¥- XY^ -¥ CYY' yoo der ihm congruenten Wurzel der Congruenz 
Z^ = DmodM unterscheidet. 

Nachdem gezeigt worden, dass rationale Darstellungen nur zu rationalen 
Wurzeln der Congruenz zweiten Grades gehören, ist klar, dass sämmth'che ratio- 
nale Darstellungen, die zu derselben Wurzel gehören , aus einer rationalen Dar- 
stellung durch Zusammensetzung mit den rationalen Wurzeln der Gleichung 
P* — DQ' = 1 entstehen. Sind nämlich P und Q irgend welche Auflösungen 
dieser Gleichung, so sind allgemein 

X, = XP-{ßX+CY)Q, 
Y,^YP + {AX+BT)Q 

die Formeln für sämmtliche Werthe Xi ^ ^i, die mit X^ T, zu derselben Wur- 
zel gehören. Durch Auflösung vorstehender Gleichungen nach P und Q folgte 
dass, wenn Xj Y 9 Xi Yi rational sein sollen, auch P und Q rationale Functio- 
nen sind. 

Soll also eine Function M^ die ein Product von p irreducibeln rationalen 
Factoren ist, durch {A^B^C) rational dargestellt werden, so muss die Congruenz 

möglich sein. Ist diese Bedingung erfüllt, so suche man ihre 2^ Wurzeln Zi^Z^... 

(Z* — D\ 
My Z 5 — wT- jäqiupa- 

lent ist. Ist Dies nicht der Fall, so giebt die betreffende Form keine Gruppe von 
Darstellungen. Im andern Falle suche man eine rationale Substitution der ersten 
in die andere, und setze dieselbe mit allen rationalen Lösungen der Gleichung 
P* — JDQ^ = 1 zusammen. Die ersten und dritten Glieder der Substitutionen 
sind die verlan^len Darstellungen. Die Anzahl der verschiedenen Gruppen ist 
also höchstens V. 

Grelles Journal f. d. M. Bd XLVIII. Hefr 3. 34 
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14. 

Die Gleichung P"- DQ" = 1, 

Ist D eine nicht quadratische Zahl^ so sieht man leicht , dass die ratio- 
nalen Wurzeln der vorstehenden Gleichung nur rationale Zahlen sein werden; 
so dass man dieselben nach den bekannten Methoden» der Zahlentheorie fin- 
den kann. Ist aber D eine ganze Function von höherem Grade ^ so reichen 
unsre Kräfte im Allgemeinen zur Auffindung derWerthe für P und Q nicht aus. 

In diesem Journal (Bd. I, p. 188 et s. ) zeigt Abel^ dass die Gleichung 
möglich sei 9 wenn der Kettenbruch für \D periodisch ist, und dass sich in die- 
sem Falle auch sämmtliche P und Q finden lassen. Man kann auch für eine 
Function D von gegebenem Grade die Bedingungen angeben ^ welche erfüllt 
virer Jen müssen , damit die Periode beim ersten^ zweiten ^ oder überhaupt einem 
gegebenen Gliede anfange, ist aber dadurch noch nicht im Stande, zu sagen, ob 
«in gegebenem D einen periodischen Kettenbruch gebe. Eine andre Behand- 
lungsweise findet sich im II. Bande der Sammlung von Abete Werken« in einem 
Bruchstück: », Theorie des transcendantes elliptiques p. 141 etseq*, die aicb 
dort allerdings nur auf den Fall bezieht, wo D vom vierten Grade ist, aber ohne 
Schwierigkeiten auch auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden kann. Die 
Resultate beider Methoden lassen sich übrigens leicht auf einander zurückführen, 
wenn man den Grad der Nenner der aufeinanderfolgenden Naherungsbrüche von 
]/D betrachtet. Abel zeigt nämUch, dass, wenn man annimmt, Q sei vom nten 
Grade, die Gonstanten welche darin vorkommen, durch ein System linearer Glei- 
chungen bestimmt werden; eine letzte lineare Gleichung zwischen denselben 
Gonstanten giebt eine Bedingung, welche durch die Natur von D erfüllt werden 
muss; wird sie nicht erfüllt, so muss für n ein andrer Werth angenommen und 
das Verfahren wiederholt werden ; so dass man nie auf ein Zeichen für die Un- 
möglichkeit der Aufgabe kommt. 

Jacobi hat fOr den Fall 

D = ^(^- 1)(^- 55i;;)(^- :^) = x'-ax^-^bx^-cx 

die vollständige Kettenbruch -Entwicklung für \fD gegeben. (S. d. Jpurnal. 
Bd. 7, p. 42.). Es ist nämlich in diesem Falle ^/D gleich 
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X*— JflX + /, + ^ 



iF-|- Alf 



M^x ^ m% 



Mn^X X -#- Mn.] 



" 9 



9,(r»x— 1) 

wo die i^ m^ q und r gewisse, durch elliptische Transcendenten aotgedriickfe 
Constaiiteo, d. h, von x unabhängige Grossen sind, deren Ausdruck man am an- 
geführten Orte findet. Ich erwähne nur« dass, a = amii gesetzt ^ r^ folgenden 
Werth hat: 

sjnam(2fi-i-2)tt.sinain2fiti., ,• . • ^«. .^ , 

^" = ' -"riiiim(2nViru t' -Ä«ßm*aiiiii,sm^am(2»+l)ii]. 

Hat D einen höheren Grad , so hangt der Kettenbruch für ^D von Mul- 
tiplicationsformeln höherer Transcendenten ab. Soll der Kettenbruch periodisch 
sein, so ist es nöthig, und hinreichend, dass r^, aber nicht y., gleichzeitig ver- 
schwinde , so dass u auf einfache Art von iSTund Kf abhangen rouss. Dies ist 
also zugleich die Bedingung für die Möglichkeit, die Gleichung jP — D(^ =5 1 
aufzulösen. 

15. 

Durch die Auflösung der Gleichung P'— /)Q^= 1 lässt sich bekanntlich 
ein Integral, dessen Nenner yD und dessen Zähler eine gewisse ganze Function 
von X ist, auf einen Logarithmus, d. h. auf ein Integral 



S^ 



H 



zurückführen. Aehnlich lässt sich mittels Auflösung der Gleichung 

P' — DQ" = 1, 
für irgend einen ganzen positiven Werth m^ ein Integral von der Form 

V(ar)rf« 



/ 



m— 1 » 



vfo/(x) eine gewisse ganze Function von x bezeichnet, auf 

34* 
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dt 



f: 



m-l 
in 



reduciren. 

a. In der That: wenn Pund Q irgend welche ganze Functionen sind, die 

der Gleichung 

P» _ DQ^ = 1 

genügen, so haben />* = 1 4- DQ^ und 2PP' = Q^D» -|-2Z>QQ* gewiss den 
Factor P gemein. Ist nun 6Q = n, SD = 2p, indem SD offenbar eine grade 
Zahl sein muss, so wird SP = n-hp. Berücksichtigt man, dass P und Q keinen 
Theiler gemein haben können, so folgt, dass 1 + DQ^ und QD'+lDQf einen 
Factor P, also vom Grade n-t-p haben müssen. Es ist also letzterer Ausdruck 
gewiss durch P theilbar, und da 

6iQD'+2DQ') = 2p'hn-l 

ist, so ergiebt sieb die Gleichung 

iä) QD' + 2DQ^ ^ Pfipo) , 

Yfo f(po) eine ganze Function vom Grade p — ^ und offenbar bekannt ist, wenn 
P, Q und D gegeben sind. Man sieht zugleich, dass wenn 6Q nicht sein soll, 
/7>1 sein muss, also dass, wenn nicht D wenigstens vom 2^*^ Grade ist, die un- 
bestimmte Gleichung für P und Q nur Zahlwerthe geben kann. 

Setzt man in (o) für P seinen Werth 1/(1 4- DQ^) und macht DQ^ = t; 

flo 'erhält man 

/ *f(^)dx r di 

ß. Sind P und Q Wurzeln der Gleichung 

so müssen 

P'-l+Di^ und 3i«P' = (3/)Q'+D'ß)ß' 

den Factor P^ gemein haben; also ist der letztere Ausdruck durch P*, oder auch 
durch P^ö» theilbar. Ist wieder rfQ = n , dl> = 3^, ^Iso dP = n +p^ so 
kann man 

setzen, wo c>y(x) z=z p — n — 1 ist. Macht man D(^ = t und setzt für P sei- 
nen Werth, so erhält man schliesslich: 
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/ 'fix) dx _ r di 



Da der Grad vony(^), d. b. der Quotient, welchen man erhält, wenn 
3DQ' + lyQ durch P^ getheiit wird, nicht negativ sein kann, so folgt, dass n 
gleich, öder grösser ^\s p — 1 sein muss. Deshalb ist der Fall (ß) einfacher, als 
der frühere (a). Ist D gegeben, so darf man nur versuchen, ob sich die unbe- 
stimmte Gleichung durch ein Q vom Grade 0, oder 1, bis endlich p — 1, lösen 
lässt, während die Aufgabe (a) zu einer unendlichen Anzahl von Versuchen nö- 
thigte. Der Grad von P ergiebt sich hieraus von selbst ; er muss resp. entweder 
/7, oder p+ 1, bis endlich 2p — 1 sein, und ist also jedenfalls kleiner als 3p, d.h« 
als der von D. Hierdurch ist zugleich die Lösung der unbestimmten Gleichung« 
auf die der Congruenz 

P^= ImoAD 

zurückgeführt. Nicht bloss unter ihren Lösungen, sondern sogar unter ihren 
Wurzeln werden die P vorkommen, welche der unbestimmten Gleichung ge- 
nügen. 

Die Behandlung der Gleichung P^ — -OQ^ = 1 hat nach dem Obigen 
keine Schwierigkeit. 

16. 

Eine zweite Untersuchung, von welcher in (No. 13) die Rede war, lässt 
sich gleichfalls im Allgemeinen nicht anstellen: die nämlich, ob zwei Formen 
äquivalent sind. Man begegnet dabei derselben Schwierigkeit, wie in (No. 14), 
die daraus entsteht, dass sich die Wurzel einer quadratischen Gleichung, deren 
Coefficienten ganze Functionen sind, nicht im Allgemeinen in einen periodischen 
Kettenbruch entwickeln lässt. TVir beschränken uns deshalb auf den Fall, 
dass die Determinante der gegebnen Form vom Oten Grade, d. h. eine Zahl 
ist: ein Fall, welcher eine ähnliche Behandlung gestattet, wie der der negativen 
Determinanten in der Zahlentheorie. 

Durch die Substitution (i'T Y wo J gehörig ausgewählt ist, geht näm- 
lich die Form (j4^ jB, j4i) in eine äquivalente Form (-4,, Äj, y^j) über, in wel- 
cher 6Bi <r du^i, folglich auch 6 A2< 6 B^ ist. Es wird nämlich 
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Wäre SAi <SBt so bat man nur J gleich Null zu setzen« (sonst vom Grade 
SB — SA) und nur den Potenzen von o? in J passende Gonstanten zugeben» 
die leicht zu finden sind, da — Bg der Rest von B nach dem Modulus Ai ist. 
Transformirt man auf ähnliche Weise (A^ B^ A^) in (A%^ B^^ A^X ^^ wieder 

8Aj < SB^ < SA^ 

ist» und fahrt so fort, so kommt man zuletzt auf eine Form 

in welcher zuerst einer der drei Coefficienten constant ist Es kann dieser Coef* 
ficient offenbar nicht P, sondern muss entweder Q, oder R sein« 

a. Ist Q constant, so muss RP, folglich 22 • gleich Null werden, und die 
Form WOT*e dann : 

(P , Vö , 0) . 

ß. Ist 22 constant, aber natürlich nicht 0, weil dies sonst der Fall (a) wäre, 
so würde die nächste Transformation eine Form geben, deren erstes Glied con- 
stant ist (es sei = k), deren zweites Glied also — j^ ist. Diese reducirte Form ist 
demnach : 

Es seien nun A^ Bj Ai rational und D kein Quadrat. Alsdann wird die 
Formenreihe offenbar nur rationale Glieder A^ y B^ haben , und es kann dem- 
nach kein B gleich der irrationalen Zahl ]/D sein ; so dass der Fall (a) aasge- 
schlossen ist und man immer auf eine Form 

kommt, in welcher h eine rationale Zahl ist, die sich ergiebt, wenn A^ B^ A^ 
bekannt sind. Man wird daher auch eine rationale Substitution von {A^ B^ A^ 

in ( /r ^ 9 — -rS haben. Es ist leicht zu sehen, dass die letztere Form durch die 
Substitution 
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in (1 , ^ — D) übergeht» so dass alle Formen der Zahlendeterminante D, wenn 
sie rationale Elemente haben (übrigens auch wenn sie nicht rationale Elemente 
haben), gewiss äquivalent sind, indem sie auf dieselbe reducirte Form führen. 
Da aber die vorstehende Substitution j/k enthält, also- im Allgemeinen irrational 
ist so ist sie nicht zum gegenwartigen Zwecke dienlich, weil im Falle der Aequi- 
valenz eine rationale Substitution von einer Form zu der andern nothig ist (13), 

17. 

Die rationale Function M^ welche .wir durch die Form der Zahlendeter- 
minante D darstellen, habe 1 zu dem von x unabhängigen Gliede, so dass also 

i»(p) = 1 
ist. Es lässt sich dann zeigen, dass )ede Form 



(«.^.^-0. 



wo 2 eine rationale Wurzel der Congruenz 

ist, durch rationale Substitutionen in die Form 

(1,0,-/)), 

durch das Verfahren (No. 16) auf die Form 



(*,0,-?) 



gebracht, so giebt das erste und dritte Glied der umgekehrten Substitution, d. h* 

von v^ > ® 5 "" jt"} in^üf ^ Z ^ "^Itf /' ^'^ *''^ bekannt ist, (Nr. 13), rationale 
Werthe X, T, welche M mittels der Form 



(*.«.-?) 



darstellen ; d. h. man erhält rationale Functionen X, Y för die Gleichung 



;t;K«-^l»=;W. 
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Setzt man hier x =^ 0, so mag Xund l^sich resp. in die (rationalen) Zah- 
len g und h verwandeln. Dann ist folglich, indem ilf (0) = 1 ist: 

Wendet man nun auf (k ^0 ^ — ^j die Substitution 

Dhy 



Vi , gk/ 



an, so verwandelt sich dasselbe in - 

so dass man eine rationale Transformation von [M, Z, —^ — ^ in (1, Oj, — />) 

erhält. 

Hieraus ergiebt sich folgender Satz: Ist M irgend eine ganze Function 

von X mit rationalen Coefficienten, und D irgend eine nicht quadratische ratio- 
nale Zahl, für welche die Congruenz 

Z^^DmodM 

I 
eine rationale Lösung hat, so lassen sich immer ganze Functionen X und F mit 

rationalen Coefficienien finden, für welche X} — DTP^kM und k eine solche 

Constante ist, dass /eil/ = 1 ist» für o? = 0. Es lässt sich dann also kM in das 

Product der beiden Factoren von gleich hohem Grade X-^Y^/D und X — J}/]) 

verwandeln, die keine andere Irrationalität als }//) enthalten. 

Ist der Coefficient der höchsten Potenz von x in kM gleich 1, so enthal- 
ten X und Y keine höheren Nenner (S. Memoires de fAcademie Royale des 
Sciences, ann^e 1785: Recherches d*analyse indeterminee par Mr. Le Gendre 
p. 498), als 2, wenn D eine ganze Zahl ist. 

Bei dem Beispiele, welches wir zum Schlüsse geben, wird man sogleich 
durch das Verfahren von (No. 16) auf die Form (1 , , — D) kommen, so dass 
die Zerlegung der Zahl k und die letzte Transformation dort überflussig ist. 

18. 

Es soll schliesslich gezeigt werden, was sich aus dem Vorhergehenden (lir 
die Darstellung der Function 
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durch die Form 

(l , , (- 1)4<^'V) » 

welche die Determinante ( — l)i^^*^y hat, ergiebt; unter der Voraussetzung, dass 
q eine ungerade Primzahl ist. 
Da die Congruenz 

Z« = (-J)l<'-Vmod^} 

genau zwei rationale Wurzeln Z und — Z hat (No. 12, a), so sind sämmtliche 
rationale Transformationen von 

(1,0, ±y) 

zu suchen. Man sieht leicht, dass wenn 



C:D 



eine Transformation von (1 ^ , =b^) in die erste ist, dass dann 






die gegebne Form in die zweite umgestaltet ; so dass sich aus Betrachtung der er- 
sten sämmtliche Darstellungen herleiten lassen, wenn man bloss ihre Zeichen ver- 
ändert. 

Man muss demnach nach (No. 16 und 17) eine Substitution von 

^ I , Z 9 — jji — ) in (1 9 9 db 9) suchen, dieselbe umkehren und ihr erstes 

und dnttes Glied herausnehmen. Sind diese Glieder resp. X und r, so erhält 
man eine Darstellung von M, d. h. eine rationale Zerlegung 

Die übrigen findet man, wenn man X und Y mit allen rationalen Zahlen zusam- 
mensetzt, welche der Gleichung 

Crelle'f Joarnal f. d. M . Bd. XLVni. Hefl 3. 35 
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genügen ; d. h. also, indero man die Wurzeln des vorstehenden Ausdrucks in die 
Werthe Xi und T, (No. 13) statt P und Q setzt. 

19. 

Beispiele* 

1. ^ =r 3. Hier sind die Zerlegungen von l + x + x^ in die Form 
X*+3 r^ £u suchen. Die Wurzeln der G)ngrdenz 

Z* ^ --Smodl + 00 + 3^ 
sind (No. \% a) 

also ist für \M yZy ^ j der Ausdruck 

(1+» + «» , 2af + l ,4) 
zu setsen. jMacht inaD in der TraDsformationsrormel (No. 1 8) 

SO gebt die obige Form in 

(4,0,1) 
aber, und zwar durch 






in (1 9 9 3). Setzt man simmtiiche Substitutionen zusammen , so verwandelt 

sich 

(1+^ + ^« ^ 2j7 + 1 , 4) 

durch 






in (1 9 9 3), folglich letztere Form in erstere durchs 



/^|(2x + l),-2\ 
Vi,0 J> 



sodass db X SS t(^a! + l) , rbT^J eine Losung ist Die flbrigeo findet 
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mao durch Zasammensetzung mit den rationalen Wurzeln der Zahleogleichung, 

2. ^ as 6. Es wird 

der Reihe nach io 

(4a» + 4ar-4 , -2a?--l , 1) , (1,0, -6) 

trantformirt, wenn man J reap< gleich |x; und — 2x -^ 1 »etd. Durch Zusaro- 
setzung und Urokehrung erbiit man 

i(?«» + j: + 2) , 2a? + l\ 

,ja? , 1 y 

also 




3. ^ s= 7. Es seien A y B ^ At^ die Glieder der zu transfonnirenden, 
Ai, Bn Att die der ersten transforroirten Gleichung etc. Es ergiebt sich: 

^ = ^E\ * B^2x* + 2a*-i-2x + l , 

Ai = iai* — iS + S B, = 2af-1, 

At^l , ä; =s , y4, =s 7 

und der Reihe nach J gleich \{x*-t-x) und 2x— l. Die Substitution, deren 
erstes und drittes Glied Xund Y sind, giebt: 

(J(2*» + «*-.a?— .2) , 2a? -1' 
-kif^ + je) , 1 

4. 9:= 11. 




•"-l 



A^j^^ , B=5 2a;» + 2j?» + 2** + 2ar» + 2a:+l, 

Ai = At:?- iaPH-Sx*-%x+\Z , B, = — 2x'+2x»+2x*-2x»-4x*+6 

y|, = «•+*»— a:*— 3*»— 2«»+2iP+8 , Ä, = 2ar»+2a;*--4«'— 2ar+l 

.<4,as4a;*4-4a;>+4d:*— 4d;+4 , B, = 2a7»+2ar»+4a;— 1 , 

^«:s«> + a; + 3 , Ä4 = 2x + 1 , y/, = 4 , B, = , ^ = V • 

35* 
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Die J Bind der Reihe nach : 

J(a: + 1) , — 2a: + 2 , Ja; , 2a? ^ i(2a7+l). 

Von der Form (4^0, ^^) führt die Substitution 

VO, 2j 
auf(l , , 11). 

Setzt man alle Substitutionen zusammen, so erhält man durch Umkehrune 

die gesuchte Transformalionsformel 



( 



j(x' + x) , .x* — x'+i y* 

5. 9 = 13. 

^=^^^ , B = 2x" + 2x« + 2x^ + 2x« + 2x» + 2x»4-l , 

^, = 4x" - 4a;» + 8«'+ 4x* — 4a^ + 4a;*+ 12*— 12 , 
B, =.-2x»+2x»+2x^-2x«+6x»-7 , ^a = x»-x'-2x«+x«-i-3x»+3x*-3x-3, 
fi,=2a;'+2x«-2c»»-6x«-6x»-|-6x-*-7 , ^,=4x'+12x»+16ar<+8x»-8x»-16x-l^ 
5, = — 2a;» — 6a?* — 6a;' + 4ar + 5 , y^« = x*+3a:» + 2a;« — 2a; — 1 , 
S4 = 2a;' + 4a^ — 2a; — 5 , ^, = 4a;» + 4a;— 12 , fi,= — 2a;— 1, 

^, = 1 , Äj =: , ^, = - 13 . 

Die^sind JC* + 1)5 —2a;, ^(a; — 2), —2a;, \(a: + l), — 2a; — 1. 
Die Glieder der gesuchten Substitution a^ ß, y, 6 sind 

2a = 2a;* + a;»+4a;* — a;' + 4a^+a; + 2 , ^ 

/3 = 2a;* — x* + 3a;' — 3a:»+6a; + l , iy = x» 4-x' + x , 

rf s= X* — x' + x' + 1 . 

Man sieht an diesen Beispielen, dass alle A und B g^nze Zahlen zu Coef- 
ficienten der verschiedenen Potenzen von x haben; ein Beweis dieser Eigenschaft 
ist im Vorhergehenden nicht gegeben. 

Bonn, im October 1S52. 
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15. 

lieber die Entwickelung von Wurzeln 
algebraischer Gleichungen in Potenzreihen. 

(Von Herrn Prof. Dr. üäne zu Bonn.) 



In einem Briefe an Goldbach macht Euler die Bemerkung, dass in der 

n 

Entwickelung von }/(] — n^a) nach aufsteigenden Potenzen von a alle Coefficien- 
ten ganze Zahlen werden *). Eisenstein hat diesen Satz verallgemeinert. Er 
giebt an*""), dass in jeder Reihen -Entwickelung dieser Art, „wenn sie nur aus ei- 
gner algebraischen Function stammt, mag dieselbe übrigens explicite oder im- 
„plicite gegeben sein/' nur eine endliche Anzahl bestimmter Primzahlen und de- 
ren Potenzen als nothwendige Nenner vorkommen*^). Es ist mir gelungen» 
diesen Satz zu verallgemeinern, indem ich die Methode genauer in's Auge fasste, 
durch die ich ihn früher auch für den Fall bewies, für welchen nach Eisensteins 
(nicht richtiger) Angabe keine Beiben-EntMnckeluog existirt In der gegenwärU- 
gen Abhandlung findet man die Ableitung der neuen Resultate. Es ist bei den- 
selben vermieden worden, auf die Entwickelungen der früheren zu verweisen. 

Den von Eisenstein aufgestellten Satz werde ich in doppelter Beziehung 
verallgemeinern. Man nehme an, es sei eine algebraische Gleichung /(7,x) = 



*) S. Correspondaoce mRlhömatique et physique, publice par Fust. St. Pitersbourg 1843 
Tom« I, Lettre CXLII, pag. 557. (Berlin d. 4. December 1751.) Unter n musf eine ganze Zahl verstan- 
den werden. Der Beweis dieses Satzes folgt anmiltelbar aus ($. I) meiner Abhandlung im 45 ten Bande 
dieses Journals, wenn roan die dort in der Anmerkung gegebene, auch sonst bekannte Formel für den 
Exponenten der höohiten Potenz einer Primzahl p, die das Prodact 1.2.3 m theilt, so schreibt: 

w* — ( gp -»- «1 -»- -»- tfr) 

Dieser Ausdruck ist ofrenbar kleiner als m. 

**) Im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Juli 1852, S. 441. 

***) Den Beweis dieses Satzes findet roan in meiner oben erwähnten Abhandlung (S. 291^296). 
Am Einginge derselben i^t die betreffende Stelle des MonaUberichts abgedruckt. 
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gegeben, und stelle sieb, obne die Art der Gleichung dadurch weiter co beschrio- 
ken, f(y^ x) als ganze Function von x und y von Lässt sich irgend eine Wur- 
zel dieser Gleichung in eine Reihe 



y = Co -I- CjO: -H Ca ar* 



• • • • 



entwickeln^ deren Coefficienten c rationale Zahlen in ihrer kleinsten Benennung 
bezeichnen» so behauptet Eisensiem^ dasa diese c, als Nenner, nur eine endliche 
Anzahl verschiedener Primzahlen enthalten« Ich werde zeigen, dass sämmtlicbe 
Nenner sich wegheben müssen, wenn man für x ein gewisses ganzes Vielfache 
von X setzt, und die Reihe, in d^r ja auch c« gebrochen sein kann, mit einer ge- 
wissen ganzen Zahl multiplicirt. Während es also nach dem von Eisenstein 
aufgestellten Satze noch möglich wäre, dass die Reihe 

ag g* g* a^ 



in der ja nur eine Primzahl, nämlich 3, im Nenner vorkommt, die Würzet einer 
algebraischen Gleichung sei, so könnte Dies nach der Verallgemeinerung des 
Satzes nicht mehr der Fall sein; welche ganze Zahl auch k sein mag; es kSooteD 
sich nie alle Nenner wegheben, wenn man in die Reihe /cd? statt x setzt. 

Wir erweitern den Satz noch in einer andern Richtung. Wenn Eisen' 
stein es auch nicht ausdrucklich bemerkt , so hat er doch unter einer algebrai- 
schen Gleichung eine solche verstanden , deren ZahlcoefBcienten rational sind. 
Es geht Dies daraus hervor» dass er sagt, die Primzahlen, welche als Nenner auf- 
treten können , seien Divisoren von der Determinante der Function fiy^ 0). 
Die Determinante wäre aber im Allgemeinen eine irrationale Zahl, wenn nicht die 
ZahlcoefBcienten von/(y, scf) rational sind. Der oben angegebene Satz gilt aber 
auch noch, wenn diese Coefficienten irrational sind, d. b. Irrationale von der all- 
gemeinsten Art, nicht bloss algebraische Irrationale. Ich werde nämlich in (§. l) 
folgenden Satt beweisen : 

Ist 

y == Cq + Ci X + c^a^ + 

die Wurzel einer algebraischen Gleichung jXy^ x) = mit irrationalen 
Zahlcoefficienten, so genügt sie auch, vorausgesetzt dass die c ratioruU sind, 
einer algebraischen Gleichung '^{y^ x) = mit rationalen Coefficienten. 
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§1. 
Die Function /( y^ ^) i^^ ^'^^ ^ggc^g^^ ^^^ Gliedern von der Form 

wenn m und p ganze posiiii^f g rationale oder irrationale Zahlen bezeichnen. 
Es seien r verschiedene derselben, nämlich gi^ g^^ ^••'gr inrational, die übrigen 
rational , oder, gleich einer der r» irrationalen Grössen g. Dann hat offenbar 
fiy^ ^) ^ic Form 

wo die ij; ganze rationale Functionen von / und x mii rationalen Coe/ficierUen 
sind. 

Sollte zwischen den irrationalen Zahlen g und irgend welchen rationalen 

a eine Gleichung 

«s + «1 «Ti + «1 ft + + a^ ^, = 



f • 



bestehen (natürlich ohne dass alle a Null sind) , so wird sich eine der Grössen g 
z. B. gu eliminiren lassen, und daher /(jr^x) auch die Form 

«r»*»(y»x) + ^3^(3r, x)+ +ffr^(yix) 

haben, in welcher die 19* Functionen wie die rp bedeuten ; d. h. ganze Functionen 
mit rationalen Coefficienten. Hier kommen nur r — 1 Irrationale vor. Besteht 
zwischen diesen und den rationalen Zahlen ß wiederum eine Gleichung 

SO fahre man in der Reduction fort, bis entweder keine irrationalen g übrig blei- 
ben^ oder doch nur solche, zwischen denen keine lineare Gleichung von der obi- 
gen Art Statt findet. Es lasst sich daher /(y , x) in eine Summe von der Form 

zerlegen, in welcher die a|; ganze Functionen von y und x mit rationalen Coeffi- 
cienten bedeuten , und die g irrationale Grossen , zwischen welchen keine Glei- 
chung 

«• + ai«ri + 'ha.gr^O 

mit rationalen a besteht. 
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Ist nun die Reihe 



y = Co -*- r,a7 -♦• c^ar 



in welcher die c rational sind, eine Wurzel der Gleich ungy(/,jr) = 0, so muss, 
wie wir zeigen werden, derselbe Werth eine Wurzel der Gleichungen 

also gevriss einer Gleichung mit rationalen Coefficienten sein. 

Man substituire füry seinen Werth \x\f(y^xY und dazu in aj;©, ipi^ • . . .ij^r» 
und ordne dann nach Potenzen von x. Es möge sich nach dieser Substitution 



ergeben, wo die a, ß,y, .... offenbar rationale Zahlen vorstellen* (Die Coef- 
(icienten c in der Entwickelung von y nach Potenzen von x, also "auch die in den 
Entwickelungen von jeder ganzen Potenz von y, sind nämlich rational; eben «o 
die Zahlcoefficienten in allen \\).) Es muss daher 

-^(VQ-^yigi-^Vtgt-^ ^Vrg^W 



(ur alle Werthe von x verschwinden, d- h. man bat dann : 

«D + <hgl + G4gfl+ ' • • • + ^rgr = , 
ßo + ßlgl + ß2g2+ '.'. + ßrgr=^(i , 

yo + yigri + yag^2 + ..--+%fi^r = 0; 

woraus folgt, dass alle a, ß^ y^ .... verschwinden, d. h. dass auch i|^0 9 '^o '^j •« 
durch die Substitution des Wert.hs 

für y sich in Null verwandeln. Es ist also 
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eine Wurzel aller Gletchungeo 

tP^=:0 ; t|;i = 0; \p, = 0. 

Anm. Bedeuten Ca, Ci, .... nicht rationale Zahlen^ sondern nur ratio- 
nale Functionen von gewissen irrationalen Grossen /o, /'i , und ist 

y ^^ C^ •T* ^1 «IP "r" Cj »H? "T" • • • • 

die Wurzel einer algebraischen Gleichung, so ist sie auch die Wurzel einer sol- 
chen> algebraischen Gleichung, 'deren Coefßcienten rationale Functionen von 
4, ii, .... sind. Unter rationalen Functionen sind hier natürlich solche zu ver- 
stehen, deren Zahlcoefiicienten rational sind. 



§.2. 

Wir gehen nun dazu über, die andere in der Einleitung angegebene Ver- 
allgemeinerung des Eisrnsteintchen Satzes zu beweisen. Zufolge (§. 1) kann 
man sich vorstellen, dass in der Gleichung /(y^a:^ = selbst, welcher die 
Wurzel _ _ ^ 

genügt, nur rationale, oder sogar ganze Zahlcoefiicienten vorkommen. Jeder 
Theil der Reihe für y, wie 

^m ■ ^»+1 ^ ■ ^iiB+2 •'*' + . • . • j 

wird dann ebenfalls die Wurzel einer Gleichung sein, die, /== 0, ganzzahlige 
Coefficienten hat, die man auch leicht aus/= bilden kann, und es wird hin- 
reichen, wenn man den Satz für einen solchen Theil der Reihe beweiset. In der 
That: kann man in diesem alle Nenner wegschaffen, indem man ihn mit einer 
ganzen Zahl muhiplicirt und für a; ein ganzes Vielfache von x setzt, so wird das 
Gleiche auch mit der ganzen Reihe y geschehen können. 

Ordnet man/(y,a:) nach Potenzen von y, so hat diese Function die Form 

wo A^ Bj .... ganze Functionen von x bezeichnen. Es sei 

Crelle'f Joornsl f. d. N. Bd. XLVIII. Heft 3. 35 
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^ = 0(1 + 0x00+ a^x^ + 

B = Äp + Äio: +Ä9a7* + 



^ • ■ • • • 1 I 



• I • • • 



Sämmtliche Zahlen a^ by c^ •••• sind ganz; einige von ihnen können auch iVuU 

sein. 

Aus der Gleichung /= mag man die gleichen Wurzeln weggeschafft 

haben, so dass jede nur einmal vorkommt, also nicht zwei Wurzeln der Gleichung 

/= dieselbe Reihen -Entwickelung in ihrer ganzen Ausdehnung geben. Setzt 

man dann 

so wird man leicht die Gleichungen für yi^y^j •••• bilden können, die sammt- 
lich« wie die ursprüngliche, vom nten Grade sind und ganze Coefficienten haben, 
so dass z. B. y^ eine Wurzel der Gleichung 

ist, in welcher ji^^B^^.... ganze Functionen von x mit ganzzahligen Coefficienten 
sind, die ich mir durch Division von jedem Factor, der allen gemein ist, befreit 
vorstelle. Es können daher A^^ B^^ ••••^m für keinen Werth von x zugleich 
verschwinden. Setzt man in jeder dieser abgeleiteten Gleichungen x = 0, so 
wird, von einem gewissen /n an, jede Gleichung nur fi/i^/i Werth von y^ für die- 
ses besondere x geben, weil nicht zwei Wurzeln der Gleichung f{y^ x) =s ia 
ihrer ganzen Entwickelung übereinstimmen. Solche Gleichungen wollen wir re^ 
ducirte nennen. In einer reducirten Gleichung verschwinden daher ^,«9 ^«9 •••/» 
für X =r 0; K^ kann nicht für x = verschwinden, weil sonst auch L^ gleich 
Null sein müsste, also alle Coefficienten verschwinden würden; was nicht möglich 
ist. (S. oben.) L^ kann offenbar Null werden. 

Genügt also y der Gleichung /(y^ x) = 0, so ist ein Theil der Reihen* 
Entwickelung von j, nämlich 

eine Wurzel einer reducirten Gleichung. 

Es reicht daher hin, den Satz für eine Reihe 
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zu beweisen, welche eine Wurzel der reducirten Gleichung 

/(y , x) = ily" + Äy-> + .... -h /y« + ÄTy + Z, 

ist. Die Coefficienten in dieser Gleichung haben » da sie eine reducirte ist, die 
Form : 

Ass £i|X-has^~H 

jB = ÄiX-i-&,x' + 



/ä ij^r + ^dp* 



Es sind hier a^ b^ .... ganze Zahlen, die auch zum Theil Null sein können; k^ 
oder ¥ne wir zur Abkürzung schreiben werden, /r, ist bestimmt nicht Null. 

Es wird ferner nur der Fall zu betrachten sein, wo das von x freie Glied 
in y ganz ist. Hätte nämlich c^ den Nenner g» so wurde 

wo gc^ eine ganze Zahl ist, gleichfalls einer reducirten Gleichung 

^ (gy)' + Bgigyr' + .... + I^(gyy + Kt-'igy) +L^=^0 

genügen. Kann man daher den Satz beweisen, dass die Wurzel einer reducirten 
Gleichung (zu der wir wieder die obige f(y^ x) = nehmen) 



y = r^ + TjX + CaX* 



• • •• 



in welcher c« ganz ist und alle c rational sind, durch Yertauschung von op mit ei- 
nem ganzen Vielfachen k x von x^ von allen Nennern befreit wird , so ist damit 
zugleich der in der Einleitung ausgesprochene Satz bewiesen. 

§3. 

Man betrachte die Reihen -Entwickelung der Potenzen von y genauer« 
als es oben in (^ 1) geschähe. In einer jeden Potenz von y tritt als Factor ir- 

36* 
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gend einer Potenz von x« z. B. x^, ein Aggregat auf, dessen einzelne Glieder aus 
Binomialcoefßcienten (und das sind ganze Zahlen) und aus Potenzen von Cot ^n 
,.:Cf, besteht, d. h. aus Gliedern von der Form 



_«t ai m. 



gc. Ci c/, 

wenn g eine ganze Zahl bezeichnet. Man sieht leicht« dass die Exponenten a 
durch die Gleichung 

verbunden sind. Es ist c^ eine ganze Zahl. Sollten Ci^ c^^ ....c^ resp. nur die 
Nenner Ä, k\ ....k^ enthalten, so wird der Coefficient von x!^ nur den Nenner 
/c^ haben. 

Setzt man in /(/^ x) = für y seinen Wertb und ordnet nach x^ so 
mflssen die Coefficienten jeder Potenz von x für sich verschwinden. Aus dem 
mit a^ multiplicirlen Gliede zunächst entsteht die Gleichung 

[a,r;-4-fiiC"~*-4-.... + /rir^ + /,] + /fo^i = ** '^ 

woraus folgt, dass k^Ci eine ganze Zahl ist, also C| nur den Nenner Ar hat Das 
mit a^ multiplicirte Glied zeigt auf ähnliche Art, dass in c, der Nenner 1^ vor- 
kommt. Allgemein wird durch vollständige Induction bewiesen» dass f^ der 
Nenner von c^ ist. Es sei nämlich der Satz bis zu einem gewissen m wahr, so 
muss er, wie die Betrachtung des Coefficienten von x"^* lehrt, auch für c^^i gel- 
ten. Zu diesem Coefficienten geben nämlich in ^y% -By"~*, .,..Iy^ (da ^^B^ 
•••• / kein von x freies Glied enthalten), nur diejenigen Glieder in der Entwicke- 
hing der Potenzen von y einen Beitrag, welche höchstens mit x^ multiplicirt sind» 
also nur den Nenner A^ enthalten. Ky giebt einen ähnlichen Beitrag, ausser 
diesem aber noch kc,n+iy endlich L giebt den Beitrag /,^|, welches g^a/iz, und von 
m'nem gewissen rn an Null ist Es enthält Ar,^!, also nur den Nenner /r~, oder 
€m+i den Nenner k'^'*'\ Die Beihe für y hat demnach die Form 

gf0 + ^xH-|iX - 



• • •. 



wo sammtliche g ganz sind; sie verwandelt sich daher durch Vertauschung von 
a: mit A j? in eine ^ieihe mit ganzen Coefficienten. 
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$.4. 

Sind die Grossen Ay B^ .... nicht ganze Functionen von x, sondern nach 
X geordnete unendliche Reihen, so lässt sich nicht mehr annehmen, dass sämmt- 
lichea;^».... ganz sind. Es ist leicht zu sehen, dass alsdann die Reihe für y, wenn 
man wiederum x mit einem ganzen Vielfachen vonor vertauscht hat, keine andern 
Nenner enthalten kann, als die welche in A^ By .... selbst vorkommen. In die- 
sem Falle werden die Primzahlen, welche in den Nennern auftreten , entschei- 
dend sein können. Enthalten z. B. ^^ Bj .... alle Zahlen von der Form 4^-1-1 
im Nenner» also auch unendlich viele Primzahlen von dieser Form, so wird y 
keine Wurzel dieser Gleichung sein können, wenn es alle Zahlen 4^ + 3 im 
Nenner enthält. 

Ausser obigem Resultate wird man noch einige Sätze finden, die sich zum 
Theil auf den Fall beziehen , in welchem mit unendlichen Reihen gewisse alge- 
braische Operationen vorgenommen werden; zum Theil auf den Fall, wenn die 
Coeffidenten c in y irrational sind. So z. B. werden in der Potenz einer unend- 
lichen Reihe die Primzahlen, welche im Nenner enthalten sind, an der Stelle, an 
welcher sie» zuerst auftreten, im Allgemeinen in derselben Potenz vorkorpmen, in 
welcher sie in der ursprunglichen Reihe zuerst auftraten. Es wird fiberflüssig 
sein, bei diesen Sätzen zu verweilen, da sie sich unmittelbar durch die Methoden 
dieser oder der früheren Abhandlung ergeben. 

Bonn, im Januar 1854. 
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16. 

Ueber die Zapfenreibiiog bei stehenden Wellen» 

(Von Herrn Dr. DruekenmuUer^ Director des Königl. Gewerbe-Instituts zo Berlin.) 



V or einigen Jahren hat Schiele in England ein Patent auf eine neue 
Construction der Zapfen an stehenden Wellen erhalten, welche als besonders 
vortheilhaft gerühmt wird, weil die Reibung bei solchen Zapfen nicht allein ge^ 
ringer als bei andern, sondern auch in allen Puncten gleich sein soll. Man hat 
deshalb die Erzeugende der Umdrehungsfläche, welche den Zapfen begrenzt, 
Antifrictionscurve genannt. 

Legt man die Axe der y eines rechtwinkligen Coordinatensystems, auf 
welches die Antifrictionscurve bezogen wird, in die Axe der Welle, so ist jene 
Gurve dadurch characterisirt, dass die Tangente von einem Punct derselben bis 
zur Axe der y consianl bleibt. Demgemäss ist jene Linie eine bekannte Trac^ 
torie^ welche früher mit dem Namen Lagoide bezeichnet worden ist. Wegen 
ihrer Eigenschaften kann u. A. auf die „Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen 
aus der anal. Geom.**, von L. «7. Magnus, Theil I, p. 551 verwiesen werden. 

Im dritten Bande des „Practical Mechanic. JournaP von Glasgow ist eine 
grosse Zahl von Fällen erörtert, für welche die Anwendung jener Zapfencon- 
struction empfohlen wird. Zugleich wird auf frühere Nachrichten, welche im er- 
sten Bande enthalten sind, verwiesen. Da ich mir den letztern nicht verschaffen 
konnte, und andere Mittheilungen über denselben Gegenstand mir nicht zugekom-> 
men sind, so ist mir nicht bekannt, worauf sich die Behauptung gründet dass ein 
nach der Antifrictionscurve gebildeter Zapfen gleiche Reibung in allen Puncien 
erleide und dass das Beibungsmoment bei ihm ein Minimum sei. Man hat mir 
versichert, der Patent-Inhaber sei durch rein empirische Versuche auf jene Con* 
struction geführt worden. Die nachfolgende Untersuchung wird ergeben, in wie 
fern dieselbe einen Vorzug vor andern hat. 
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Indem man jeden Seitendruck auf eine stehende Welle ausschliesst, nehme 
man an, dass keine andere Kraft auf dieselbe wirke, als ein Drück in der Richtung 
ihrer Axe. 

Durch den Zweck: des Zapfens ist bedingt, dass er von einer Uradrehungs- 
fläche, deren Axe mit der Axe der Welle zusammenfällt, begrenzt wird. Legt 
man eine Ebene senkrecht auf die Axe, so wird sie die Zapfen-Oberfläche im Ali- 
gemeinen in einer Kreislinie schneiden, deren Puncte bei der Umdrehung gleiche 
Reibung erleiden. Das ebene Zapfen -Ende kann als besonderer Fall betrachtet 
werden; alle Puncte einer um den Endpunct der Axe beschriebenen Kreislinie 
erleiden aber auch hier gleiche Reibung. 

Wenn man -^y (Fig. 1) in die Axe der Welle legt und.^a: rechtwinklig zu 
^/annimmt, so bestimmt die Ebene asAy einen Schnitt der Zapfen-Oberfläche« 
welcher als die Erzeugende der letztern betrachtet werden kann. Bezogen auf^X 
und ^j: als positive Arme der Goordinaten-Axen, wollen wir die Erzeugende durch 

(1.) /(^ , r) = 

darstellen. 

Wenn man einen Bogen der Erzeugenden durch s und einen Bogen des 
Zapfenschnitts mit dem Radius x durch or bezeichnet, so ist ds.dcr ein Element 
der Zapfen -Oberfläche. Man suche zunächst den normalen Druck auf dieses 
Element zu bestimmen. 

Bezeichnet man hierzu den verticalen Druck, welcher auf die Flächen- 
Einheit des Querschnitts der Welle ausgeübt wird, durch p, den verticalen Druck 
auf die ganze Unterlage aber durch P, und nimmt an, dass zwischen Zapfen und 
Pfanne von dem Radius x = 9 bis x = r, Berührung Statt finde, so ist 

p 

indem der verticale Druck auf gleiche Projectionen des gedrückten Pfannensiflcks 
als gleich angenommen werden muss. Nun sei (Fig. 1) Xü/die Tangente und 
AfiV die Normale in dem Puncte ilfj welchem arund/ alsGoordinaten angehören, 
an die erzeugende Curvc, und 9 sei der Winkel, den MJV mit der Axe der x 
macht, in dem herkömmlichen Sinne gezählt: dann wird für jede Lage von LMf 
die Projection des Elements ds.da auf den Querschnitt der Welle durch 
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ds. de. sm(p 

ausgedrückt. Indem man also den verticalen Druck, der auf diese Projeclion 
oder, was Dasselbe ist, auf das Flächen-Element ds.dcr ausgeübt wird, durch dp 
bezeichnet, ist 

(••) dp =: psiüfp. ds.dcr . 

Ziehet man ausserdem dasjenige Element in Betracht, welches in dem durch M 
gehenden Querschnitt des Zapfens mit M auf demselben Durchmesser liegt, so 
lassen sich die auf diese beiden Elemente wirkenden Kräfte zu einer, nach der 
Richtung der Axe wirkenden Mittelkraft 2 c//7 zusammensetzen. Es sei il/' der 
Endpunct des durch M gehenden Durchmessers: dann ist NM^ normal zu dem 
Element inM\ und 2dp lässt sich nach den Richtungen AM und IVM^ in zwei 
gleiche Seitenkräfte zerlegen. Bezeichnet man jede dieser Seitenkräfte durch dg, 
so ist 

(4.) d(f = ^=zpds.dcr. 

Der Druck, welcher normcU auf ein Flächen-ElemerU ausgeübt mrJ, 
ist also gleich diesem Flächen-Element selbst, multiplicirt mit dem Druck auf 
die Fläahen -Einheit des Querschnitts der TVelle. 

Setzt mau aus (2) den Werth int p, so geht (5) über in: 

p 

(5.) rf9'==;r(r«-(>«)-^-^-''^ • 

Dem Falle, dass die Berührung zwischen Pfanne und Zapfen sich vom Endpuoct 
der Wellen- Axe bis zu dem Kreise mit dem Radius r ausdehnt, entspricht die 

Formel 

p 
(6.) fl9 — —t^ds.dcr . 



§.2. 

Die durch die Reibung verloren gehende mechanische Leistung ist aber 
die Arbeit der Reibung. Ob dabei Abnutzung d^» Zapfens Statt tinde^ hangt 
davon ab, wie der Zapfen in der Schmiere gehahen wird Für jede Art Ton 
Schmiere kann der Druck im Verhältniss zu der Berührungsfläche nur bis zu 
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einer gewissen Grenze gesteigert werden > wenn sich eine zusammenhangende 
Fettläge auf der Berührungsfläche erhalten soll. Ist diese vorhanden , so richtet 
sich der Reibungscoefficient, gemäss den Versuchen von Morin^ nicht mehr nach 
der Beschaffenheit/ der Materien, zwischen welche die Schmiere gebracht ist^ und 
behält nahezu einen constanten Werth. Unter diesen Umständen werden also 
Zapfen und Pfanne nicht mehr unmittelbar aufeinander gerieben, und es findet 
nur eine unmerkliche Abnutzung Statt. Findet aber zwischen Zapfen und Pfanne 
eine unmittelbare Berührung, und bei der Umdrehung also auch Abnutzung Statt, 
so rouss die Arbeit der in jedem Puncte Statt findenden Reibung auch als das 
Maass der eintretenden Abnutzung betrachtet werden; und die letztere ergiebt sich, 
wenn man die Arbeit der Reibung mit einem von der Natur des geriebenen Kör- 
pers abhängigen Coefficie/iten multiplicirt. 

Ist nun fJL der Reibungscoefficient, so wird das Reibungsmoment für das 
Element in 71/, welches von der Axe um x entfernt ist, nach (4) durch 

(7.) fipxds.da 

dargestellt Da die durch die Reibung bei einer Umdrehung aufgezehrte Arbeit 
hieraus gefunden wird, wenn man mit 29r multiplicirt, so legen wir im Folgenden 
den Ausdrack (7) zu Grunde. 

Bezeichnet man das Reibungsmoment für den ganzen Zapfen, soweit der- 
selbe mit der Pfanne in Berührung ist, durch 3f, so ist 

(8.) M =jj/j.p xds.da ; 

wo die Integration nach o* durch den ganzen Kreis mit dem Radius x zu nehmen 
ist, die nach s aber nach der frühem Bezeichnung von x =: q bis x = r. Da x 
für den ganzen Bogen er denselben Werth hat, so lässt sich die erste Integration 
vollziehen und man erhält 

(9.) M = 1'Kfi/px^ds. 



. Wie die Formel (7) das Maass der durch die Reibung in einem Punct bei 
einer Umdrehung aufgezehrten Arbeit darstellt, so giebt die Formel (9) dieselbe 
Grosse in Bezug auf die ganze geriebene Fläche. Bei der letztern ist aber hin- 
sichthiih der Grenzen q und r zu bemerken, dass sie einer Aenderung unterwor- 
fen sind, wenn Abnutzung Statt findet. Mit ihnen ändert sich dann auch p, in- 
dem sich der Druck P auf eine grössere oder geringer&Fläche vertbeilt. Ausser- 
Gralle'i Journtl f. d.. M. Bd. XLVni. Heft 3. 37 
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dem wird unterstellt, dass die Berührung zwischen Zapfen und Pfanne innerhalb 
der eingenommenen Grenzen überall eine gleich-innige sei, während in der Wirk- 
lichkeit das Auslaufen des Zapfens damit beginnt , dass die Berührung in einzel- 
nen Puncten, ohne ganz aufgehoben zu werden, weniger innig und dadurch die 
Reibung geringer wird. Allein auch der neue Zapfen wird sich an die Pfanne 
nicht in allen Puncten gleich dicht anschliessend wie sorgfältig beide auch gemacht 
sein mögen ; dennoch wird die Formel (9V verbunden mit (7), dazu dienen , die 
Vortheile und Nachtheile verschiedener Zapfenconstructionen zu vergleichen, in- 
dem die erwähnten Umstände bei allen ausser Rechnung bleiben. 

§.3. 

Wir geben zunächst einige Beispiele von der Anwendung der Formel (9), 
um sodann zur nähern Untersuchung der nach der Antifrictionscurve gebildeten 
Zapfen überzugehen. 

I. Ist der Zapfen senkrecht auf die Axe abgeschnitten^ so wird ds = dx 
und demnach 

Dieser Ausdruck wird ein Minimum für 9 = 0, d. h. wenn in allen Puncten der 
Endfläche des Zapfens Reibung Statt findet und daher das Integral von Rand zu 
Rand zu nehmen ist. In diesem Falle wird 

M — \fiPr. 

II. Hat der Zapfen die Kegelform^ und ruht vom Radius 9 = CT) bis 
zu r =s AB (Fig. 2) in der Pfanne, so kann man die Abscisseo-Axe in die Linie 
AB legen, so dass an die Stelle der Gleichung (1) die folgende tritt: 

ry-^hx = hr y 

wenn h =r A£ ist. Demnach wird 

ds = dx 

und daher 
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Dieser Werth wird wieder ein kleinster für q = 0, d. b. wenn der Zapfen bis zur 
Spitze in der Pfanne ruht, und gebt dann über in 

Er ist immer grosser als der in (0 gefundene, und geht in diesen Aber, wenn h 
▼erschwindet, also der Zapfen eben wird. Die Anwendung conischer Zapfen 
empfiehlt sich also nicht 

Statt h kann man den Winkel BJB^ = a einführen, indem — 

1 • 

= ri^ ''^' 

in. Die geriebene Zapfenfläche sei die Zone einer Kugelßäche mit dem 
Radius R\ dann kann man für die Gleichung der Erzeugendon 

annehmen, wodurch 

^^ ~ V(IP — ««) • ^^ ""^ 

• 

sich ergiebt; welches Integral von o; = 9 bis x = r zu nehmen ist, wenn q und r 
die Radien der die geriebene Zone begrenzenden Kreise sind. Führt man für p 
seinen Werth aus (2) ein und bestimmt auch hier denjenigen Werth von q, für 
welchen M ein Minimum wird, so kommt man wieder zu 9 = 0. 

Die günstigste Anwendung dieser Zapfenform ist also diejenige, wenn die 
Zone ein Kugelsegment ist, in .welchem kein Theil ausser Bertlhrung mit der 
Pfanne bleibt. Diesem Fall entspricht 

Ist das Segment eine Halbkugel, also ü = r« so wird 

M=\KfiLPr. 

In allen drei, hier untersuchten Fällen wächst das Reibungsmoment für 
ein einzelnes Element nach (7) mit a;; die Abnutzung nimmt also von der Mitte 
nach dem Rande hin zu. Zieht man aber nur die Grosse der durch die Reibung 
auf den ganzen Zapfen erzeugten Arbeit in Betracht, so hat der ebene Zapfen 
vor den beiden anHern den Vorzug« 

37 ♦ 
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§.4. 
Die Gleichung der in neuerer Zeit sogenannten Antifrictionscurpe ist 

Die Curve liegt symmetrisch auf beiden Seiten des positiven Armes der 
Axe der y^ berührt dieselbe asymptotisch und wird von der Axe der x in liwei 
Puncten berührt, welche voroAnfangspunct der Goordinaten um m entfernt sind, 
so dass sie ungefähr die in (Fig. 3) angegebene Gestalt hat, wenn y4B=AC 
= m ist. Der im ersten Quadranten des Göordinatenraumes enthaltene Arm 
der Curve wird für sich durch 

(10.) y = »^(m«- a;')~m/n *"^^;*~^*^ 

dargestellt« und diese Gleichung tritt für einen Zapfen , der nach dieser Curve 
gebildet ist, an die Stelle von (1). 

Ist ein solcher Zapfen von x = q bis j; = r gerieben , so wird das Mo- 
ment der Gesammtreibung, da hier 

- mdx 

as — ^ 

ist, nach (9), indem man für p sogleich seinen Werth setzt: 

Ar= y.t_ t jmxdx :ss fiPm . 

Dtis Reibungsmoment ist also bei einem nach der Antifrictionscurpe 
gebadeten Zapfen einer stehenden JVelle Qon der Grösse der geriebenen 2jone 
ganz uncU>hängig, und behält denselben Werth, wie gross auch der Theil des 
Zapfens sein mag, der wirklich auf der Pfanne ruht. Demnach wird es immer 
vorzuziehen sein, den Zapfen bis zu der Linie JSC in die Pfanne zu versenken, 
so dass m^= r und M = ^Pr wird. 

Dagegen erweiset sich die Behauptung, dass bei einem solchen Zapfen 
wegen der Reibung ein geringerer Verlust an mechanischer Leistung Statt finde 
als bei andern , schon hier als unrichtig, indem nach (§. 3, 1) der Werth von M 
bei einem eben abgeschnittenen Zapfen bei gleichem Enddurchmesser nur f des 
hier gefundenen ist. 
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§.5. 

Um die Behauptung zu prüfen , dass ein noch der Antifrictionscurve ge- 
bildeter Zapfen in allen Puncten gleiche Reibung erleide, müssen ¥rir auf die 
Formel (8) zurückgehen. Aus ihr folgt, dass überhaupt keine Zapfen form denk- 
bar ist, für welehe in allen Puncten gleiche Reibung Statt fände; denn diese Ei- 
genschaft wurde nur dann da sein, wenn das Reibungsmoment für gleiche Flä- 
chen-Elemente gleich wäre, während in (7) das Flächen -Element durch ds.do 
ausgedrückt wird und das ihm entsprechende Reibungsmoment also mit x wächst. 
Wir kommen aber auch hier zu einer sehr bemerkenswerthen Eigenschaft des frag- 
lichen Zapfens, indem wir für ds seinen Werth in (7) einführen. Da nämlich 

ist, so wird das Reibungsinoment für das Element ds.dcr gleich 

/apm.düc.dcr . 

Nun ist dx.da offenbar die Projection von ds.dcr, woraus folgt: 

Sei einem nach der Antifrictionscurve gebildeten Zapfen einer stehenr 
den VFeüe erleiden solche FlächentheHe deren Horizontalprojectionen gleich 
sind, gleiche Reibung. 

Hierbei ist nicht zu übersehen, dass das in der vorstehenden Formel ent- 
haltene p, selbst von r und q abhängig ist. Die Reibungen verschiedener Zapfen 
folgen, auch wenn die Erzeugende ihrer Oberfläche dieselbe ist, nur dann dem 
oben ausgesprochenen Gesetze, wenn auch die geriebenen Zonen an ihnen die- 
selben sind, und es folgt aus dem Gesagten, dass die Reibung in jedem einzelnen 
Puncte um so geringer wird, je grösser die geriebene Oberfläche ist, während die 
Gesammtreibung nach ($. 4) dieselbe bleibt. 



$.6. 

In (§. 2) ist erörtert, dass die Abnutzung, wenn eine solche Statt findet, 
auf jedem Element der Zapfen -Oberfläche dem Reibungsmoment des Elements 
proportional gesetzt werden müsse. Giebt man diesen Grundsatz zu, so lässt sich 
aus (§• 5) ferner schliessen , dass eine Antifrictionscurve durch die Abnutzung 
ihre Gestalt nicht ändert. 
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Denn es aei (Fig. 4) ^B ein Bogen -Element der Antifriciionscurve, also 
j4B ^=' ds, und dem entsprechend, CB = Jd?, ^C =^ c/y« Dann muss ange- 
nommen werden» dass die Abnutzung in einer hinlänglich kleinen Zeit auf denri 
ganzen Element y4B dieselbe sei« so dass, wenn AEFB den durch die Abnut- 
zung weggenommenen Theil des entsprechenden Zapfenscbnitts darstellt, EF mit 
AB parallel ist, wahrend AE und BF ^e abgenutzten Theiie der das Element 
AB begrenzenden Krümmungsradien sind. Bezeichnet man also den KrOm- 
mnngshalbmesser durch X; und die Veränderung, welche derselbe in der ange- 
nommenen Zeit erleidet, durch J^K, so ist 

AEFB^ds.äX, 

und da diese Grosse dx proportional sein muss, weil die Abnutzung auf dem 
Flächen-Element ds.dcr der Grosse dx.da proportional und da constant ist, so 

kann map 

ds.jX^=k.dx 

setzen, wo k eine constante Grösse ist, in welche auch /x, p und m übergegangen 

sind. Man suche hieraus die Veränderung Jy zu bestimmen, welche y im 

Puncte B durch die Abnutzung erleidet. Ziehet man BH mit ^C parallel, so 

ist Jy = BH. Nun ist aber, wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke ABC und 

BHFi 

BH:ßF=AB:BC oder 

Jy : JX s ds : dx ^ also 

JIM , 

d. h. die Abnutzung, welche den Zapfen nach der Richtung der Axe der y in ei- 
ner unmessbaren Zeit erleidet, ist für alte Puncte der Erzeugenden dieselbe. Die 
Erzeugende erleidet also durch die Abnutzung nur eme f^erschiebung , aber 
keine Veränderung ihrer Gestali. 

Dasselbe gilt für die Pfanne, und eine Folge dieser merkwürdigen Eigen*- 
Schaft wird sein, dass Zapfen und Pfanne, vorausgesetzt, dass beide genau nach 
derselben Antifrictionscurve geformt seien, auch nach erfolgter Abnutzung genau 
in einander passen und also den Uebelständen nicht unterworfen sind^ welchen 
andere Tapfen bei ihrer Abnutzung unierliegen. 
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§.7. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen entwickelten Eigenthümlichlre]- 
ten der nach der AntiFrictionscurve gebildeten Zapfen sind nicht allein theore- 
tisch interessant» sondern auch wichtig genug, um diese Zaprenform dem Prakti- 
ker zu empfehlen. Dagegen geht ihr, wie oben gezeigt ist, die andere wichtige 
Eigenschaft ab, dass das Reibungsmoment ein Minimum wird. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, diejenige Zapfenform zu ermitteln/ 
welche den zuletzt erwähnten Vorzug hat. 

Set/t man yt? s= ^, so ist das Reibungsmoment dem Integrale 

proportional. Mach den Regeln der Variationsrechnung lässt sich aber die Form 
bestimmen, welche die Gleichung (1) annehmen muss, damit das vorstehende In- 
tegral, zwischen festen Grenzpuncten genommen, einen kleinsten Werth habe. 
Wenn man der Deutlichkeit wegen vorübergehend a^Y{l -H/?') = Zusetzt, so ist 

^JVdx^ fF.^dx'¥jdx.6V — V.8x^ßdx.SV-8x.dF) . 
Nun ist 



folglich 



hJVdr. = FSx+ ß^0^idx8p-^dxdp) . 



Durch eine bekannte Umformung von 6p geht aber der letzte Ausdruck in 

über, und erfordert , damit das zu bestimmende Integral ein Minimum oder ein 
Maiimum sei, die Erfüllung der Bedingung 

#1* — V » 
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woraus durch Integration, wenn die hinzutretende willkürliche Gonstante durch Ar 
bezeichnet wird, 

folgt. Löset man diese Gleichung nach p auf und setzt für p seinen Werth, so 
ergieht sich als Differentialgleichung der gesuchten Curve: 

kdx 
dy = 



Um den Nenner homogen zu machen, schreibe man ^ statt k. Mao 
muss aber dann zur Erhaltung der Unbestimmtheit des Zeichens, welche der 
Factor k im Zähler hat, dem Werthe von dy das Doppelzeicheo geben. Dadurch 
wird 

(11.) ^J = =*=]/(a.4.**) 

und daher die Gleichung, 4er gesuchten Curve > 



:/p 



(12.) y==4 

Das vorstehende Integral lässt sich bekanntlich leicht auf eine eü/ptische 
Function pon der ersten Art zurückführen; Indem man 

(13.) "^--^S^ »«***' ^••"<* 

008* <p 

_ . C Äntp.dtp * C rfy 

^~ J V(l- cos» - ViJ m-J«in»9) • 

Nach der bekannten Bezeichnung des elliptischen Integrals erster Art ist also 



(14.) y = =fcp^/r(^, 9>) + Ä'; 



V2' \V2 

wo k' eine zweite willkürliche Conslaote bezeichnet und die obern Zeichen in <JaD 
Formeln (13 und 14) miteinandei* gehen; wie auch die untern. 

Giebt man der eingeführten Hülfsveränderiichen nach und nach beliebige 
Werthe, so lassen sich mit Hülfe der Gleichungen (13 und 14) beliebig viele 
Puncte der gesuchten Curve bestimmen. 
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Für einen Zapfen» dessen Begrenzungsfläche durch Umdrehung dieser 
Gorve erzeugt wird» ist aber das Reibungsmoment ein Minimum^ oder ein Maxi- 
nmm. Wir werden weiter unten das Reibungsmoment selbst angeben» und 
nachweisen» dass dasselbe ein Minimum ist 

Die Constante k' iSist sich durch Yeriegung der Abscissen*Aze beseitigen. 
Dasselbe gilt aber nicht von k\ welches vielmehr» je nach seiner Wahl» die Matur 
der Curve» von welcher die Zapfenform abhangt» bestimmt. Man erwäge» dass k 
der kleinste Werth ist» den x annehmen kann » indem (ur ein kleineres x der 
Werth von dy in (11) imaginär wird. Hieraus folgt» dass der Zapfen von 
o; s= bis jp = A: keine Reibung erleiden darf» das^ also k der Radius des klei- 
nem Kreises ist» welcher die geriebene Zone des Zapfens begrenzt; wesshalb k 
dem frühem q gleich ist. Geometrisch betrachtet» ist k der Abstand vom An- 
fangspunct der Goordinaten» in welchem 6ie Curve (14) die Aze der x schneidet. 

Ist Ar =s (^ =: 0» so läuft der Zapfen in eine Späze aus. Nach der Glei- 
chung (13) muss aber in diesem Falle 9 noth wendig constant und gleich \7t sein» 
weil nur unter dieser Redingung x selbst andere Werthe als bekommen und 
beliebig angenommen werden kann. Zugleich geht aber die Gleichung (14) in 

über: die gesuchte Curve wird also zu einer geraden Linie, welche auf der Aie 
der y senkrecht steht» und der Zapfen ist demnach eben abge%chrutten. Da 
schon in (§. 3) nachgewiesen ist, dass ein solcher Zapfen ein geringeres Reibungs- 
moment hat, als ein eonischer oder kugelförmiger Zapfen» und demgemass ein 
Maximum nicht vorhanden sein kann» so liegt hierin folgender Satz: 

Unter edlen Zapfen stehender TV eilen ^ deren Reibungsfläche um die 
PVelten-^jixe weht unterbrochen ist, erleiden, unter übrigens gleichen Urn' 
ständen, (Dicke» Drack und Material) die eben abgeschnittenen die geringste 
Reibung* 

In jedem andern Falle kann man k als Einheit annehmen und darnach 
X und y bestimmen ; dann wird 

Aus dem Werthe von y folgt, dass die Curve aus zwei» gegen die Axe der 
X fjrmmetrischen Armen besieht. Sie beziehen sich auf die beiden zu unterschei- 
denden Fälle» dass der Zapfen nach oben, oder nach unten gerichtet sein soll. 

CrelM Jouratl f. d. M. Bd. UVin. Helt 3. 3g 
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Lasst man das obere Zeichen gelten, so liegt die Curve ganz auf der Seite der 
negativen^ und ist nach (11) gegen die Aie der x concav, 

X lässt sich leicht durch Construction aus tf finden. Da aber eine geo- 
metrische Construction der Curve nicht zu erreichen ist, so entnehmen wir für 
verschiedene Werthe von 9 die entsprechenden Werthe von /^ aus den Tafeln 
für die elh'ptischen Functionen, und stellen sie in folgender Tabelle mit den ent- 
sprechenden Werthen von x und y zusammen , um eine Vorstellung von dem 
Verlauf der Curve zu geben. Dabei ist zu bemerken, dass der in Tafel IX der 
,,Eiercices de calcul iat^grar' von Legendre vorkommende Winkel & = arcsinc 

1 

ist, und dass, da der Modulds c im gegenwärtigen Falle den Werih yi^ bat, hier 

ij^ = 45® zu setzen ist. Hiernach geboren folgende Werthe zusammen : 



9 


F 


.T 


y 





, 


1 





6 


0,104815 


1,0064 


0.0741 


15 


0.268297 


1,0352 


0,1861 


30 


0,635623 


1.1547 


0,3787 


45 


0,826018 


1,4142 (= 


:V2) 0.5840 


64 


1.101237 


1,7013 


0.7158 


60 


1.142429 


2 


0,8078 


66 


1.277270 


2,4586 


0,9242 


75 


1.487884 


3.8637 


1,0521 


84 


1.706250 


9.5668 


1,2064 


90 


1.854075 


OD 


1,3109 



Da y Anfangs im Verhältniss zu cc ziemlich rasch wächst, so erhebt sich 
die Curve hier steil, entfernt sich aber im Ganzen nur um die Grosse 1,3109 von 
der Axe der rr. Aus (11) ergiebt sich, dass sie auf der Aze der o: in dem Puncto 
j7 = ^ = 1 von einer mit der Axe der y parallelen geraden Linie berührt wird. 
(Fig. 5) giebt ihre Gestalt ungefähr an. 

Es sei noch bemerkt, dass sich der Modulus ^2 rasch so umformen lässt, 

dass er von der Einheit nur um eine verschwindend -kleine Grösse verschieden 
ist« Setzt man nämlich 

1 _ 2]^ __2^ 
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und daneben 

sin (2cp, — 9) = csin 9 , 

sin (29a — 9i) = Ci sin 91 , 
fto wird 

c = 0,70711 , Ti = C.98517 , c^ — 0,99998 , 

so dass schon c, ohne inerkh'chen Fehler gleich 1 angenommen werden kann. 
Dann ist 



7«} 



C dt p 2 2_ r d(f^ 2_ 2 C dff, 

jVil - c'ßin» ~ 1 + c' 1 +«i J VCl - cjffa'vt) ~ ! + •' 1 + ff|^ V(l - sin« 

2 2 rrfy» 

l-f-c'l-#-Ci /coi^Pi 

Hieraus ergiebt sich: 

2V2.* 
y — =t= 1,70711.1,96517 ''^^ßK^ + SPa) ; 

welche Formel, mit den obigen Hülfsgleichungen, tur unmittelbaren Berechnung 
der Werthe von y benutzt werden kann. 



§.8. 

Wir suchen jetzt das Reibungsmoment für einen Zapfen, dessen Ober- 
fläche durch Umdrehung der Linie (14) entstanden ist Damit die Darstellung 
in Uebereinstimmung mit den frühern Entwickelungen bleibe, schreibe man 9 
statt k. Wenn man dann berücksichtigt, dass 

ist, und für p stinea Werth in (9) setzt, so ergiebt sich fiiir das Reibungsmonient: 



Nun ist 



wodurch jenes Integral auf das frühere elliptische Integral zurückgeführt ist. 

38» 
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Benitcrkt man nun» dats 9 = sein muss» wenn x = 9 werden soll, und dass mit 
tp auch das elliptische Integral der ersten Art verschwindet, so ergiebt sich , dass 
in dem Wertho von M der von der Grenze x = q herrührende Theil wegfällt, 
l^uiit aber x in die andere Grenze r übergehe, muss 

Q 

cosg)=: -7 

»eiQ« Wenn man also denjenigen Werth von 9, welcher dieser Gleichung ge- 
nügt« durch g>' bezeichnet, so wird 

Setzt man beispielsweise 9 = 1, r :=: 2« soist Fss 1,142429, und dem«- 

Mmäss 

iKf=:}^/>. 235064 

Den angenommenen Werthen von q und r entsprechen aber auf der erzeugea» 
den Cunre die Puncte 

x=l j y = 0, 

x = 2 ,• 7 = 0,8078, 

und die im vorhergehenden Paragraph enthaltene Entwickelung besagt, dass sich 
zwischen diesen beiden Puncten keine andere Linie coiistruiren lasse, welche 
als Erzeugende eines Zapfenstücks, ein geringeres (oder grosseres) Reibungsmo- 
ment liefert , als das eben gefundene. Legt man z. B. eine gerade Linie durch 
jene beiden Puncte, so wird der entsprechende Zapfen comschf und die Hohe 
des in Betracht kommenden Kegels ist h = 2.03078« Das entsprechende Rei- 
bungsmoment ist aber nach (§. 3, II) : 

l/uP. j, fTZrp = l/uF.3flOu3^ 

und daher in der That grosser als das oben gefundene ; wodurch zugleich der 

Nachweis geliefert ist, dass der Ausdruck (15) nicht ein Maximum, sondern eia 

Minünwn giebt. 

Setzt man in (16) den kleinem Radius q =s 0, so geht jener Ausdruck 

in 

U^lfiPr 
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über; was mit ($. 3« I) übereinstimmt, da q = dem eben abgeschnittenen Zap- 
fen angehört. 

Man kann aber auch die Aufgabe stellen : q in (16) so zu bestimmen» dass 
M ein Minimum minimorum wird. Um hier die Ableitung von M über q zu 
bilden, ist zu bemerken, dass 



dF 



dq>* 



ist; und da 

\%l, »o geht der vorstehende Ausdruck in 

rfF __ V2 -iZ/ f* - p« 
de " r ' Vr»-#.p« 
Über. Derogemäss wird 

Diese Ableitung wird gleich 0, wenn 9 verschwindet. Ob es reelle Werthe von 
Q gebe, welche den letzten Factor des vorstehenden Ausdrucks verschwinden ma- 
chen, lässt sich nicht ermitteln. 

Da 9 = dem eben abgeschnittenen Zapfen entspricht, so muss diese 
Zapfenform für stehende Wellen als diejenige angesehen werden, welche der Be- 
wegung das geringste Hinderniss entgegensetzt 

Berlin , im Februar 1854. 
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17. 

lieber eine Function von drei Winkeln^ 

deren erste Abgeleiteten ebenfalls als Winkel anzusehen nnd 
dnrch algebraische Relationen ihrer Cosinns zn denen 

der Unabhängigen bestimmt sind. 

(Von Herrn Dr. SehktffU, Docenten an der Universität zu Bern.) 



1. 

Uefinition. Wenn im Folgenden alle Winkel zwischen und tt, und 
alle Quadratwurzeln positiv angenommen werden, und man setzt 

cosa = sin a cos y : |/(sin*a — cos'^) , 

cosÄ = cosacos^sosy : |1(sin'a — cos*^)y(sin*y ^ — co^ß) y 

cosc = sin y cos a : }/(sin''y — cos*^) j 

so wird man die drei Bedingungen dafür, dass die Formel 

ada + bdß + cdy 

ein Po/Zs/dWi^^5 Differential sei, erfüllt finden. Wir bezeichnen das Integral mit 
y(a j ß ^y) und bestimmen seine Gonstante dadurch, dass wir es für 

sin a sin Q/ ^ cos^ 

verschwinden lassen , weil es dann lugleich mit seinen Abgeleiteten Oy by c ver» 
schwindet Aus dieser Definition erhellet, dass die Function / ihren Werth nicht 
ändert, wenn man die äussern Argumente a und y vertauscht; d. h. es ist 
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2. 

Ein Argument l^r. Setzt man y = ^tt und stellt sichß als gegeben und 
nur a als variabel vor, so ist a ^^ \ip, also: 

Die Function / verschwindet für sina = cos^S, jJ. h. für a = ^or — ß; die Inte- 
gralgleichung ist also : 

(1.) /(a,ie,J^) = jTr(a + ^-j7r) . 

Setzt man das mittlere Argument /? = {tt, so wird a =^ y^ h = |9r,c:=a; 
folglich ist 

/(a , |w , y) == ay . 



3. 

Supplementare Argumente. Wenn ymit—y übergeht, so ändert sich 
c nicht. Man hat also, wenn a und ß als constant gelten, zugleich: 

df{o^ j ^ 9 y) = + cdy , df{a ^ßjTC — y)=^—cdy. 

Addirt man die beiden Gleichungen, so zeigt sich die Summe der zwei Functions- 
werthe vony unabhängig; sie ist daher, unter Anderm, dieselbe, wie wenn y =|ir 
ist; also ist auch, nach (1): 

(2.) /(a , /S , y) + /(a , /? , TT -y) = 7r(a + ^- Jtt) . 

Wenn, zweitens, das mittlere Argument ^ in it — ß übergeht, so ändern 
sich a und c nicht \ der Unterschied beider Functionswerthe ist also von a und 
y unabhängig und wird daher durch (1) gefunden, indem man z.B. y = }ir 
setzt. Es findet sich : 

(3.) ^a.it-^ß.y) -^fip. ,ß,y) = *(j7r-/S) . 

Mittels der Gleichungen (2 und 3) lassen sich die Fäl?e, wo eins oder 
mehrere Argumente der Function / im zweiten Quadranten liegen, immer auf 
den Fall zurückführen, wo alle drei Argumente in den ersten Quadranten fallen. 



294 
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Geschlossene Kette ron sechs Fanctionswerthen. Die Formel für coso, 
nach sina aufgeloset, giebt 

sin a = co$acosß : y(cos^a — cos*y) . 
Biete Gleichung fallt mit der dritten Defioitionsformel zusammen, wenn dort 



statt a f ß . ^ 



ß 5 y 



9 4^-0 



» }w — a 



gesetzt werden« 
▼or, so ist 



Stellt man sich nun /} , y als constant und nur a als variabel 
d/(ß , y , J«r — a) s= (Jir — a)rf(4w- a) , 



und, wenn man addirt, integrirt und die Constante dadurch bestimmt, dass man 
a SS setzt, und die Formel (1) anwendet: 

(4.) f(a^ß, y)+f(ß , y I Jir-ö) = |irOff + y- Jw)-(J«- a)a . 

Ist der Werth von f(a y ß ^y) bekannt, so lehrt diese Formel auch den 
Werth von f(ß 9 y 9 « ^ — o) kennen« Man behandle dann diese Function 
eben so wie die erste, und setze das Verfahren fort, so lange es die Functions- 
werthe fiir neue Gruppen von Argumenten giebt. Es wird sich zeigen, dass auf 
diese Art ein^ geschlossene sechsgliedrige Kette von Werthen entsteht. Wenn 
man nämlich a 9 ß ^y in den Definitionsformeln durch ß jy j\'k — a ersetzt^ 
so gehen die dortigen a yb yC resp« in |ir — 6 , |ir — c 9 |x--a Aber. Wendet 
man nun den hierdurch ausgesprochenen allgemeinen Satz immer wieder auf die 
letzte Reihe von Argumenten und zugehSrigen Abgeleiteten an , so erhalt man 
ohne alle Rechnung folgende Tafel : 



a 9 


ß » 


y 


a 




b , 


c ; 


ß , 


V » 


Jir — a 


J« — Ä 




J«r — c ) 


|«r — a ; 


V » 


1« — « , 


b 


c 




a ) 


4«-/?; 


J« — a , 


b , 


Jir — c 


|ir«~a 




ß » 


4«-y ; 


b 9 


|«-c , 


a 


J«-/? 




V ♦ 


a ; 


Jir — c , 


a , 


ß 


Jir-y 




J« — a f 


Jie— * ; 


a , 


ß , 


y 


a 




b , 


« > 



etc. 
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Man sieht hieraus, dass der siebente Functionswerth wieder mit dem er- 
sten zusammenfällt. Wenn man nun auf je zwei successive horizontale Zeilen 
dieser Tafel die Gleichung (4) anwendet und die so entstehende Kette von Re« 
lationen benutzt, um jeden neuen Functionswerth durch den ursprünglichen 
/(a ^ ß y y) auszudrücken, so finden sich, ausser (4), noch folgende Formeln: 

(5.) /(y , 5^- ö , Ä)-/(a , /S , y) = (Jor- /?)Ä-afl, 
(6.) /(JTT- fl , b , t^- c)+/(a , /? , y) = ßb-(l7t-a)a-(\^^y)c, 
(7-) /ß.l^-c, a) -/(a > ^ , y) = OTT ~/S)i - yc , 
(8.) Ai^-c ,a,ß) 4-/(a , /? , y) = J ir(a + ^- J/r)- (J«-y)c 

5. 

Dreigliedrige Kette. Man versuche nun, zwei entgegengesetzte Glieder 
dieser geschlossenen Kette zur Goincidenz zu bringen, so dass sie dann nur noch 
drei verschiedene Functionswerthe zählt. Ist Dies möglich» so wird die Gleichung 
(6) den wirklichen Werth von /(a f ß ^ y) in endlicher Form geben. Soll dem- 
nach J{\Tt — a , Ä , jTr — c) mit f{a y ß ^y) zusammenfallen, so müssen die 
mittlem Argumente b und ^ gleich sein. 

Aus b =^ ß folgt aber vermöge der zweiten Definitionsformel: 

%\v? ß cos^ ß (ßv? ß — cos'a — cos'y) = , 

und wenn man die speciellen Fälle y? == und ^ = 1« von der Betrachtung 
ausschliesst : 

(9.) cos*a + cos'y? + cos'y = .1 . 

Ist diese Gleichung erfüllt, so geben die erste und dritte der Definitionsformeln : 

il = Jw — a , ^ = 1^ — y# 

und die Werthe /(a ^ ß ^ y) und /(4^ — a , Ä , Jtt — c) fallen mithin wirklich 
zusammen. Aus (6) folgt nun, dass, wenn (9) besteht, 

(10.) /(a,^,y) = J-(/3«-(i«:-a)»-(J,r-y)»)) 

ist. 

Crelle'f Jouroal f. d. M. Bd. XLVIII. Heft 3. 39 
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6. 

AncQtndung auf rcUionale Argumente. Soll die Gleichung (9) durch 
rationale Bruchtheile des Kreis-Uinfanges, mit Ausschluss des Quadranten» befrie- 
digt werden, so sind, abgesehen von Permutationen, nur folgende zwei Losungen 
möglich : 

unda = ^27r, ^ = |w , y = |^ . 
Die Anwendung von (10) auf die erste Losung giebt: 

^* 
(11.) /(Jic , i^ , iir) =g§, 

(12.) f(\it , i« , i«) = ^ ; 

diejenige auf die zweite Losung giebt : 



(13.) /(|«,iT, Jir) = 



(i4.) /({« , J« , I«) = Hö» 



ff« 

900« 

* 
18Ö 



19 a* 
(16.) /(i* » f« » 5«) =9ÖÖ"- 

Bedient man sieb der Gleichung (2), um in der Form (15) das letzte Ar» 
gument \Tt in sein Supplement |ir zu verwandeln, so ei^iebt sich 

Cl<») /(i« » 1« » ff) =-ön^ ; 



900 



was sogleich wird benutzt werden können. 



7. 



Die Formeln (13 und 16) geben den Fall . «po das eine äussere Argu- 
ment \7e istt das andere aber doppelt so gross, ais das mittlere. Uro diesen 
Fall näher zu betrachten, setze man in den Deflnitionsformeln a =: |9r , y s: 2i9. 
Dies giebt, nach gehuriger Reduction : 
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} sin/? sinßcoa\n 

*^°'^ ~ VCsin'V- a) ~ K(«n*/9- cos»}«) ' 

Der Ausdruck (ur c fällt, wie man sieht, mit dem fOr die dritte Abgeleitete der 
Function f(\v j\te , ß) zusammen. Wenn man also ß als Variable ansieht, so 
hat man gleichzeitig:. 

df{\it , ß , 2ß) =s2cdß + cd.2ß = icdß , 
d/(\it ylic , ß)=:cdß. 

Integrirt man Dies und erwägt, dass beide Functionswertbe zugleich mit c ver- 
schwinden, so erhält man: 

(17.) f(\^ , /3 , 2/S) = 4/(}* , J* , /9) . 



Rationale Argumente^ Man wende die letzte Formel zuerst auf die 
Auswerthung von /(jit 9 J^ 9 l^r) an. Die Gleichung (2) giebt 

die Gileichung (17) giebt» indem man ß =sL\Tt setzt. 
Aus beiden Gleichungen folgt: 



« 



(18.) /(jx , l* , I«:) = " . 



30 



Wenn man, zweitens, die Gleichung (17) mit (13 und 16) zusammenhält, 
so ergeben sich die Werthe 



(19.) /dir , i« , i«) =: 



n* 



3600* 



(20.) /(!« , j« , 1«) = ^Jj^ . 



298 17- Schläffli, über ein bestimmtes Integral. 



9. 

Ketten mit incommensurabeln Argumenten. Man wende endlich alle 
Gleichungen (4 bis 8) auf die Functionswertbe (18 und 19) an, und setze der 
Kürze wegeu 

cos2X; = ^ 9 

so dass die Function f(\'K 9 \7t , |^) die Abgeleiteten 
und die Form /CJ^ 9 i^ 9 f ^) ^^^ Abgeleiteten 

A^ — g* , ITC — K 9 l^TC 

erhält. Dies giebt folgende zwei Ketten ausgewertheter Functionen : 

/(JTT , X , 2X,) = — j»,« + |«X<, 
/(X , aX , X.) = -|ir» + «>, ; 

der fünfte Function swertb fällt nnit dem dritten, der sechste mit dem zweiten zu- 
sammen. 



Ai« » i« > %«) = 



«• 



3600' 



/(jT » 5"^ > I* — ~^ ^^ I2ÖÖ — 8"^» 

/(fjt , IK — X , i« — i) = 36öö-^«f*> 

AI« - A > i«— i , I«; = 3gö^ — \iti. , 

7(1« — i , fir , }«) = J2ÖÖ ~ •'f A » 
-, 191«* 
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10. 

Verwandt mit (§. 7) ist der Fall, wo die äussern Argumente einander gleich 
sind und das mittlere doppelt so gross ist. Als Abgeleitete tob /(a, 2a , a) 
fiadet man a ^ 2a , a, wenn cosa = |sina : |/(sin'a — \) gesetzt wird. Das- 
selbe a ist aber auch die erste Abgeleitete von/*(a , ^tt , Jtt). Daher ist 

(21.) /(a , 2a , a) = 6/(a , J^r , Jir) . 

Setzt man a = J?r , Itt, so erhält man aus (19 und 20): 



(22.) /Q« , •« , iff) = 






600' 



/(|ir , {TT , jir) = -ggp- , 

und indem man in der letzten Formel das mittlere Argument nach (3) durch sein 

Supplement ersetzt : 

il_t 

(28.) /C|7r , i^ , I*) = götr . 

Die Functionswerthe (22 und 23) bilden eine zweigliedrige Kette; nach der £r- 
Uarung in (§• 3). 

11. 

Imaginäre Abgeleiteten. Wenn die Bedingung sinasin^/^cosT? nicht 
erfüllt wird, so hören die Abgeleiteten a, b^c der Function /(a ^ ß ^y) auf^ 
reelle Kreisbogen zu sein. Und wenn nur [/(sin^asin^y — cos*^) imaginär wird> 
die zwei andern Quadratwurzeln, welche in den Ausdrücken für cosa, cosÄ, cosc 
Torkommen, dagegen reell bleiben , so sind die Abgeleiteten reelle Logarithmen, 
multiplicirt mit dem Factor }/ — 1« Indem wir nun diesen Fall betrachten und 
überdiess noch /8 +7 = 1^ annehmen, lassen wir im Werthe der Function den 
Factor \ J/— 1 weg. Dies giebt 

*f> — a 

WO ob^y sein soll. 

Theilt man, um ein Beispiel von solchen Functionen zu geben, den Qua* 
dranten in In und \ft ab, so gehören hieher folgende aus (17 und 21) sich erge- 
bende Formeln : 

Or«llo*8 Joarnal f. d. M. Bd. XIVITT. lieft 3. 40 
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Mao kann sie direct yerificiren» indem man alle Integrale auf die Form 
yiogsinx. J^ oder yiog cos rr.c/^, und die Bogen immer in das erste Sechstel 
des Halbkreises zu verlegen sucht Ith bemerke hiezu, dass der bekannten 
Formel 

Iogsina7.c/a; =3 — |nplog2 
noch die andre 

2yiog(2sina?)Ja7 +3yiog(2cosa:)Ja: = 

zur Seite steht. Ob für eine der drei obigen Gruppen von Argumenten ein 
scbliesslicher Functionswerth existirt» bangt also davon ab, ob das bestimmte In- 
tegral y*logsina7 dat für 0<Ca7<r}9r einen scbliesslichen Ausdruck hat, oder 
nicht. Die Nicht-Existenz ist wahrscheinlicher, und ich glaube überhaupt, dass in 
der gegenwärtigen Betrachtung die Fälle erschöpft sind, wo die Function /(a,/9,y) 
einen schliesslichen Ausdruck ihres Werths gestattet. Solcher negativer Be- 
hauptungen lassen sich freilich in der Mathematik viele aufstellen; aber die Be- 
weise davon werden lange vergeblich gesucht werden. 

12. 

Schlusshemerkung. Die hier betrachtete Function geht aus einer allge- 
meinern hervor» indem man von ihren sechs Argumenten drei dem Quadranten 
gleich setzt; und diese Gattung von Functionen ist wiederum in einer Classe ent- 
halten, in welcher eine Function überhaupt ^/iCn— 1) Argumente hat und alle 
Abgeleiteten ahnliche Functionen von einer niedrigem Gattung mit bloss 
\{n — 2)(/i — 3) Argumenten sind. In allen Gattungen giebt es einige Gruppen 
von rationalen Argumenten, für welche der Werth der Function mit einer Po- 
tenz von 9r commensurabel ist. Es ist mir aber noch nicht gelungen, die betref- 
fenden Integral formein mit den gewohnlichen Hülfsmitteln zu beweisen. 

Bern, den 12. März 1862. 
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1$. 

Observationes quaedam in theoria nnmeronim, 

(Aoct Dr. E. Meüidy Berol) 



1d tomo IX« hujus diarii CI."*^ Moebü exstat commentatio inscripta. 
,, Ueber eine besondere Art der Umkehrung pon Reihen!' Qua'oommentatioae 
couiinotus quuoi serierum reversioaem accuratius exanuiia9$em, ad novas quasdam 
formulas in theoriam numerorum radices ageates perveni, quas breviter exponere 
in sequenti commentatibne propositum mihi est. 

§.1. 

Si per a^ designemus vaiorum quempiam — 1, + 1; 0, prout numerus k 
aut ex impari aut ex pari numero divisorum inter se diversorum primorum con* 
sistat; aut per quadratum divisibilis sit; ex aequatione 

sequitur 

ut Cl. Moebius loco supra citato demonstraverat. loter quantitates illas €7,, a^, 
03» ••• o» relatio linearis exsistit, ad quam hoc modo Facile perveoimus. £x for- 
mula aota: 

JBSOD 

\co\(\kx) = 2 %\n{skx) 

fluit, si utrimque summationem ratione ipsius k inter limites /r = 1 et ^ = n in* 
stituamus : 



(1.) i-2'cot(JÄx) = sin^ + 2sin2x + 2sia3x + +Ä«$inma? + 

CreUe'f Joorntl f. d. M. Bd. XLVUL Heft 4. * 41 
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In deitera ejus aequationis parte coefficiens generalis b^ indicat , quot numeri 
inter 1 et n numerum m metiantur. Si formulam (1.) otrinique muhiplice- 
mus per 

X 

deinde Integrationen! inter x = et ^ = n: inslituamus, sequitur: 



=if'' 



(2.) h^ = -J sin mx Ja:. 2;cotQka:) 



Instituta summatione omnium quantitatum bm inter limites m = 1 et m = m, 
eniitur : 

1 ^t^ 



(3.) ■?*« = «/ sr^^ '—dx'^cot{kx). 



8100? 1 



Si cum lll^ Legendre per £(a) denoterous roaximum ipsius a numerum inte- 
grum, ex proprietate supra comraemorata quantitatis b^ demonstratur esse: 

(4.) f Ä, = E(m) + E(\m) + JECjm) + + E (J) 

Comparatis igitur ioter sese aequationibus (3. et 4.), erit : 

2 /^i* sin mar sin (« + !)« , i. ,» v ^t./«i\ 
nj^ SJTi ^Jx-2cot(Arar) = f£y; 

vel, 81 in ea formula loco n ponamus n — 1 et a praecedente aequatione subtra- 
hamus : 

(5.) nl ^[i cotnxJa:^E(-). 

Ex aequatione 



-2' 8in5X = Icotlx 



eruitur secundnm formulam Cl."^ Moebii: 



2$in2a? = J^'a^cotArx, 

kml 



qua formula multiplicata utrimque per 

2 8inmjp sin (m -1-1)3? 
IS sind? 



dx. 
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institutaque integrafione inter x = et o? = \'3t^ dextera aequationis superioris 
pars virtute formulae (5.) abit in: 

Sinistra pars 

sinmx sin («1 + 1)0? 

ginx ' 

quum pro omni numero integro m unitati aequalis sit, habebimus: 

1 = Sa*z(j) 

Quum porro expressio E\i) abeat in cyphram, si^ pro k ponamus numerum nu- 
mero m majorem , summatio in deztera praecedentis aequationis parte restringi 
potest inter limites ^ = 1 et ^ = m ; unde concluditur fore : 

(6.) l = a,E(m) + iHE(im) + a^E(^m) + + a^E(^ , 

quae est relatio supra commemorata linearis inter quantitafes Oi^ a^y a^j a,^. 



De Serie guadam generali, cujus iermini sif^no Eaffecii sint'. 

Si per (x{(px) functionem symmetricam quäntitatum x et 9(x) designe- 
mus; functio ipsius x j^tp(xy determinata ex aequatione {x\(fx)'=^fi^ gene- 
raliter proprietate gaudebit, ut sit cp<p(x) = x. Posito functionem tf{x) huic 
conditioni satisfacere, proponimus seriem: 

(1.) F{s) = E^l + £92 + E93 + Etfs , 

nbi 9(j?) crescente argumenti x valore decrescat. Exsistere tum*theorema addi- 
tionis functionum /^ demonstrabimus sequens: 

F{s) + FlAfs = F(qo ) + sBAfs. 

Fluit enim ex formula (1.), si adenotet numerum integrum, numero s inferiorem: 

(2.) F\s) - F{a) + E(fia+ 1) + £9(0 + 2) + + Eq)s. 

41* 
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m 

Valorem ipsius numeri a ita propius determinemus ut sit: 

E(p{a) =i /JL jEcp(a+ 1) = /i — 1. 

Ex systemate aequationum indeterminatarom numero (Ar + 1): 

/u — l = JEf9(a+l),jEcp(a-4-2), Rp^a + Xi) 

/u — 2= E(p(a+Xi + 1)^ E(p(a +\i'h2)j JEyCö+X/i + X/,) 

^ — 3=:Eq>(a + Xi + K2+l)9 Eq>(a + ki+ ^2+2), ... E(p{a+Xi+}ir^}i^) 

etc. 

(3.) < 

/u — i = E^a+JLi + JLi-h +ii-i + l), jEy(a4-Ai4-i3i4-...+Ai) 

etc. 

l+E(ps = fiL — k=: ...- Ecp(a + Xi+ 1^+ + 3k) 

Etps = ^ — i~ 1 = JB5p(a+A,+A,+ it+l), -£9(5— l),JEqp^, 

perspicitur quantitatum JErg)(a + l) 9 E(p(a + 2)) EfpsXi esse aequales qu* 

mero(^ — 1); Xt aequales (/a — 2); etc. Xt aequales (/i — Ar); (.y — a — ij— Ä» — ...— 'iU) 
aequales numero (^ — h — l=zE(ps\ quare patet aequationem (2.) hanc in- 
duere formam: 

(4.) J!'(5) = /'(a)-K^-lU, + C"-2)A,-i-(^-3)A, + 

+ (ß — k)Xk + (fi^— k — l){s~ a-- Xi^ Xi— ...-- Xk} . 

Eruitur yero ex aequationibus simültaneis : 

I!(p(ä) = /JL ; £9(0+ 1) = /i— 1 

quantitatem q)(^) vel aequalem yel majorem esse numero /x, quantitatem^(ii+l) 

autera numero /jl minorem; sive numeruma vel aequalem esse quantitati 9(^)9 

vel ea minorem, numerum vero (a + 1) quantitate ^(ju) esse majorem; unde 

dijudicatur numerum a maximum esse integrum ipsius <p(/i); vel secundum 

nostram significationem : 

a = E(p(/u). 

Simili modo ex systemate aequab'onum simultanearum (cfr. (3.)): 

E(p{a + Xi) = /u—\ ; E(p{a -4- A, 4- l) = ^ — 2 , 
Eg>(a + Xi'hXt) = fii--2; E(p(a + Xi + X^ + l) = /u — 3 ^ 

etc. 
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J?9(a4-A,4-Ä2+ +Ai) = /<^ — «; JEffCa+h+1%'^ + Ai4-l) = /x— i — 1 

etc. 

concluditur fore: 

a + i, = -By(/i— 1) 

etc. 
a + Ai + i,-#- Ai = Efpi/uL — i) 

m 

etc. 

Substitutis ei Ulis aequationibus quaulitatum A et a valoribus in aequatioaem (4.), 
erit: 

= F{a)—fiEq>fJL'¥EiffJL+Eqifi^\)'^ '^Eq>(ji—k)'^s{fJL--h—V). 

Quum porro sit, virtute formulae (1.): 

ex (5.) habebiimis: 

F{^s)^F{a)-fJLEq^fi'^'F(ji)-Fifi-k-\)+s(fi-k-\); 

yel quuni sit 

^ — ^ «. 1 9 Eq>(s) , a = Eq>(ji) : 

(6.) jP(5) + i?'£(y(5) - FEp (^) - /uEip(/jL) + F(^)+ sE^ (s). 

Crescente in ea aequatione oumero indefinito /u in infinitum, quum evanescat 
Eq>((Xi ), simulque FEq)((X> ); quumque /uEq)(^) pro ^ » OD abeat in cjphram» 
erit ex aequatione (6.) : 

(7.) F(s) + FEfpis) « Flac^ ) + s Eq>{s) ; q. e. d. 

Designante quantitate 97 radicem aequatioois 

ex formula (7.) facile probatur esse: 

(8.) F((X>)^2FE7j^(Efi)\ 
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ü 
Exemplum : Sit ^is) + -r ; 

« 

tum erit (p(p:) functio ipsius ar decrescens, crescente argumente x valore, quae 
satisfacit conditioni (p(p(pc) t» x, Scribamus porro IocoJ^(5); ^{n^s), quum 
summa ^(n, s) et a quantitate ^ et a parametro n pendeat Fluunt ex (7. et 
8.) formulae sequentes: 

(7..) f(n,.) + {;(/i.JB") - C(n,<i>) + sBQ , 

(8..) S(n, « ) - 2C(n, Eyn) - CEyn? ; 

vel quum £(n, od) aequalis sit quantitati ((n^n); 

(8k.) ];;(«, «) - 2^(n. iJ/>») - («K»)'- 

Differcntia £(n, 5) — ^(n — 1 , 5) iodicat quot numeri ab 1 usque ad s incl., nu- 
merum n metiantur, unde e. g. Sequilar, radices aequationis 

numeros esse primos. 
Summa 

C(/i,») - ^n + E(in) + + !?(?), 

qnum quantitate numero n minore a quantitate 

abhorreat, si per & numerum unitate inferiorem designemus, erit: 

j(n, n) « n^l + {4- + ^y""^/i, eodemque modo: 

Quibus eipressionibus substitutis in (8^.), instilutaque divisione per numerum n, 
qui infinite magnus fiat, habebimus: 

1+1+ ..... + 1+ ö^ - 211+4+ ' * 



£»^«1 
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abi t^" unitate inferior est. Facile ex ea formula intelligitur expressiooem 

1 



1 + J 



crescente valore numeri n in infinitum, logarithinica ratione ipsam infioitiam fieri. 
Üe functione ^(/i, s) etiaro eisislit tbeorema sequens curiosum sed inu- 
tile, cujus demonstratio satis facile contingit. Si ponamus 



De relatione generali in serierum reversione. 

Sit ^{^(a:) functio ipsius x continua, cujus differentiale ratione ipsius x 
sumptum Sit positivum. Sit porrq, salva generalitate, '^'(l) = !• Eam functio- 
nein, quae opposita sit functioni ip, designemus per n^tV\ ita ut eisistant aequa- 
tiones siinultaneac: 

rcva|)(a?) = 'i|)r€v(ir) = x • 
Reversio scriei infinitae 

(1.) /(^) = y(^£ipl)+9(^Ä'i|^2) + y(j;iBt|;3) + 

praebeat hanc evolutionem: 

(2.) g.(a;)=r0(l)/(ar)4-*(2)/(2a;) + *(3)/(3ar)+ 

ubi perspicuum est functionem 4> pendere tantum a natura functionis xp. Qui- 
bus constitutis, si loco functionis 9(1/) ponamus sin(ii), erit: 

(1.) /(«) = s'O (peE'^ 1) + sio (ay^il» 2) + sin {xE'^Z) + 

(2..) sin (x) = 00) fix) + (2) /(2 «) + * (3)/(3 x) ■ 



• • • • • 



El aequatione (a.) eruitur: 

f(1cx) = sin(/rÄ£a|;l) + sin(ÄirÄi|j2) + sin(Ara:£i|j3) 
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Posito pro k ooinibus ntimeris integris inter 1 et n\ iastitutaque deinde summa« 
tione omninm earum aequationum, fit: 

(3.) 2fQix) = Cisin(x) + c:asiii(2x) + 4- c,„ sin (m x) + 



ubi eisistit inter coefficientes c relatio : 

m am 

(4.) 2c, = Erevm 4- -BrevjB|/n + ....+ ErerE- . 

Ad demoQstrandam eam relatio n em, observo functionem a|;(a:)ipsam cres- 
cere, crescente argumenti x valore, quum differentiale ipsius '^(x) semper sit 
positirum. Si igitur praesto sint aequationes 

E^\)(k)^a ; fia|;(A + l)>a, 
io quibus k denotet numerum integrum, erit: 

'4>(/r) ^ J5(a) ; a|>(^H- 1) > ^(oi) 

vel 
k ^ rcv E(a) ; Ä + 1 > rev B(a) 

ideoque 
(4.0 A: = -ßrev Ä(o) . 

Determiuemus nimc n numeros ki^ h^^ ••••^n ita« ut satisfaciaat coaditionibus 
sequentibus ; 

(5.) B'^{k,)'^m ; E'^{\+k,)>m, 

2 £tj;(ArO ^ r/i ; 2 fi'«|;(l + it.) > m, 

etc. 
n JBa|j (Ar.) ^ m ; njB4>(l -i- Ar,) > m , 

tum ope relationis (4.) pro aumerorum Ati, k^^ k„ raloribus eruiinas: 

(6.) /f, = Erevm ; k^ = ^revfiim ; ....Ä- = iSrevJE- . 
Sequitur rero ex aequatione (1 J : 
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f/(x) = sin (xB'i\)l)+ sin (xE'\^)2) + ... 4- sin (^xEtpki) + sin (or^xj; (1 + A,)) +... 
[Ste) = sm{2xEx\}l)+sin{2xE^2)+ .. + sin(2a:Äi|>^a) + sin (2Ä?J?iKl+*a)) +••• 
[3a:) = $in(3a!E^l)+$in(3xE%p2)+...+ smiSafEi^k^^ 

etc. 

Quarum aequationurn in prima occurrunt ki, in secunda &2» ^^ tertia /ts, etc. in 
n^ kn sinus, quorum argumenta non sint majora quantitate m x, ut perspicitur ex 
aequationibus (6). Si . igitur in suromatione superiorum n aequationum Signum 
JS tantum extendamus ad omues sinus, quonim argumenta non majora sint quan- 
titate mx, ex comparatione cum formula (3) invenimus, summam illam esse 

m 

^c,f vel ut antea vidimus: 

= (Ari + *a+ + h„). 

Substitutis igitur ex formula (6) loco quaniitatom ki^ kt, Ar, valores 

Erey m ; JE? rev £f g *» Erey £f -, sequitur : 

m IM fli 

-^c, = Ärev m + jßrev 15 ST 4- . . . . + jBrevÄ- ; 



2 



quae est relatio data in formula (4). 

Si aequationem (3) multiplicerous utnmque per 



2 • ^ 

-zsmmxax , 



deinde instituamus integrationem inter x = et x = tt, eruimus : 



^m 



2 /T 

= „ fs\nmxdx^f(Jcs)^ 



sive instituta omnium quantitatum c^ summatione inter m = 1 et m := m: 
Comparatis inter sese formulis (4 et 7) sponte sequitur: 
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f ^revJP^ = ^ ^^ da;.ffCikx) , 

vel posito n — 1 loco n, institufaque subtractione a formula praecedente, habe- 
bitur : 

(8.) ErevE- = ~ / jrj^ f{2nx)dx . 






Substitiito in aequatione (2J 2x pro x; multiplicato deinde per 

4 8uimxsin(iii + l)x 



n sinx 



'dx , 




instiiutaque integratione inter limites x ss et x =: \'it, Tirtute formulae (8) se* 
quitur: 

-^^ — dx = 0(l)*Tev/w-4-0(2)ÄrcviSj/ii 

-h0(3)jBrevjBjm + ...., 
sive, quum sinistra hujus aequationis pars unitati aequalis sit : 

1 = <i>(l)jBrevm + «)(2)£frevJEjm4- 0(3)i?reviSjm + .... , 

ETanesceate vero ^(r)» ^i ^ numero m 'major 0it, ideoque abeunte Evex E-r 

in cyphram pro omnibus ipsius k raloribus numerum m excedeatibus, series in* 
finita in dextera supenoris aequationis parte £i(m + 1)^ tennino QegUgi polest et 
relatio supra data scribitur: 

(9.) 1 = 0(l)Ärevm + a>(2)fireviBjm + + *(m)£frevÄ^. 



$. 4. 

Applicatio formulae nonae ariiculi praecedenlis ad demonsirandam 
iheorema quoddam tle numeris primis. 

Ponimus in articulo praecedente pro functione Ipsius n^ »"^K^)" numerum 
primum ntum. Erit igitur e. g. 

t|>(1)=1; i|;(2) = 2; x|;(3) = 3; ij;(4) = 5 ; xb(a) = 7; etc. 
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Denotat tum sigaum £rey(m), quot numeri primi in serie numerorum natura- 
liiun ab 1 usque ad m incl. siti sint. Ad usum formulae (9) art. praec. coosi- 
deremus jam propius indolem functionis 0. Si detur series 

p 
(l.) FQv) = (p (x) -^ (p{2x) + q)(3 x) -h .... + (p(pa;) + .... = 2ff{px) , 

ubi siunmalio in omnes ipsius p ralores primos extendatur, erit rice rersa : 

(2.) 9(x) = *(1) J'(x) + 0(2)J^(2x) + 0(3) /'(3x)+ .... = ZiP{s)F{sx). 
Ex. formula (2) coucluditur fore: 



^{px)^2^{s)F{spx)^ 
vel instituta summatione ratione omnium numerorum primorum. )e;: 



p *= 



2tp{px) — £2^ 0(s)F(spx) 
sire ope formulae (1): 



(2..) Fia;)=^S£ns)F(spx). 

Dexteram ejus aequationis partem secundum functiones „F^ multiplorum ipsius 
X hoc modo evol^ere licet : 



• • • • > 



Jir(l)F(x) + X(2)F(2x) + jr(3)F(3x)-f. + XCM)F{Mx)' 

quae evolutio identica cum F{x) non erit, nisi ponamus: 

(2k.) X(l) = l , Jr(2) = , J!r(3) = 0, X(M) = 0. 

Ad determioandum coeflicientem ipsius F{Mx), ,fX{My\ necesse e^t, u1 poiva- 
mus in dextera aequationis (2J parte sp = M, Inveatis tum omnibus nunieris 
primis^E?, qui numerum JM metiantur, ut e. g. 1, p\»p^,pmf habebimus pro nu- 

mens s : 

_M M M M 

Quum rero coeTficiens X(^M) sif summa omnium tf>(.y), concludilur fore: 

(3.) xm = *w)+(")*0- -H*©- «I. 

42' 
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m 

ubi \iPi9 P2t -••• Pm omnes sunt numeri primi, qni oumerum ilf metiantur; sire 
quod convenit in idem, ubi numerus M boc modo ope • diTisorum primorum 
/?!, /7a, •"• Pm formari potest: 

(3.0 M=p, ft p„' 

Porro quum sit {cfr. (2|,.)}X(1) = 1« ideoque 0(1) = 1». erit virtute formulae 
(3.) 0(/>i) + 0(l) = 0^ ve\0(pi) = — 1; eodem modo habebimus aequationem 

*(pt* Z + ^xFi 7 = ® > s*^^ *( J»*/ ■■ — *(pi**" /» itaqu^ ex inductione 
0\p^^ ) mm (»l)P0(p| ) ess (^ !)**■. Si luductionis viam longius persequamur, 
eruimus paullatim : * 

*( l^r Pf*) ■* ^'^*^ (»iH-n») ^_ j^„^ ^„^ 

l*2*3««.ii^»l«2«3.*.iif f 

vel designato producto secundum Cl."'*''" Gauss 1. 2. 3 ... r? per Il(n): 

etc. et generaliter: 

Justitia formulae (4.) facile probari potest a posteriori, substituta dejtera ejus 
parte in relationem (3.)* Fit enim secundum formulam (4) : 

V|j/ ^^^ Vt"'Fm/ n(ni-l)nnt nn„ ^ ' 

"" fit + ii, + H-iim UnjTIn^ /Jfim 

ex indole functionum ü. Eruimus igitur 



0(-) ^ ^^ ^ 0(^), 



eoderoque modo commutatis indicibus ipsorum/7j et /i| in 2, 3, rn 
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etc. 



*(^) . - 



n% 



«,-f-nt 



••• 



tlm 



*(M). 



Substitutis pro sinisfris earum aequationum partibus, deitris in relationem (3), 
erit identice : 



*w|>-.-7Tr-:- 



••m 



••• 



»m 



*ll + Hj + ^, + Am 



••« 



»1 



n 



0. 



m 



Functionen ita rite determinata, sequens theorenna de numeris primis exstabit: 

Si denotemus signo i?rev(m) » ^(m), quot numeri primi in serie nu- 

mererura naturalium ab 1 nsque ad m incl. siti sint; si porro per 
fii fl. 



^P\Pi*''"Pi^ 



) d™g„.m„, f„„c,i«..m g^±=^(_,)..-HV^.... 



eountlare licet fomnulam sequentem (cfr. form. (9) art. praec.) 



(4..) 1 - 0(l)*(m)4-0(2)^jB|m + 0(3)*£5m 



• • • • 



<tf(m)&E- 



Ventatem ejus formalae ipso caiculo probabimus in casu special! 



m 



Erit: 



26. 



0(1) = + l 


«^£25 « ^25 


- 10 


01 ^25 


- + 10 


0(2) =-1 


&E*i «^12 


»6 


02 19^12 


«-6 


0(3) --1 


&E*i =&8 


= 5 


03 &8 


-.-5 


0(4) --I-I 


&B*^ » 1^6 


» 4 


04 ^6 


» + 4 


0(5) =-1 


&E*i =.»^5 


« 4 


05 *5 


= -4 


0(6) -+2 


&E*i =*4 


» 3 


06 ,9^4 


»-»-6 


0(7) --1 


*^V =^3 


=-3 


07 ^3 


<»-3 


0(8) =»-1 


&E*i =*&3 


» 3 


4>8 &Z 


.-3 


0(9) »+1 


&E*^ =i>2 


a 2 


09 ^2 


»+2 


0(10) = + 2 


&E^l ^&2 


=^ 2 


4>10i»2 


»+4 


«>(11) =-1 


&E^ ^&2 


= 2 


011 «9=2 


«.-2 


0(12) = -3 


&E^ ^&l 


B 1 


012i^2 


=s-6 


0(13) = -1 


&E^ »&l 


e l 


013 i»l 


= - 1 
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4>(14) B 


+ 2 


«(15)» 


+ 2 


«(16) » 


-Hl 


«(17) - 


-1 


«(18) » 


-3 


«(19) » 


- 1 


« (20) » 


-3 


«(21)« 


-1-2 


«(22) e= 


+ 2 


<»)(23) = 


-1 


<t> (24) » 


-*-4 


«(25) =r 


-t-1 



&E\\ = i>l = 1 


«14^1 = +2 


&E^ » ^1 » 1 


«15^1 = -t-2 


&E^.= &\ = 1 


«16i»l»-»-l 


t^£*|» 1^1-1 


«17«?1 = -1 


d£|| -i?l«l 


«18i»l »-3 


^£|| « ^1 » 1 


«19^1 «- l 


&E^ » ^1 » 1 


«20*9^1 =»-3 


^E|f-t?l = l 


«21*1 =.-1-2 


^BH =^^1 = 1 


«22i:M=.-i-2 


&E^ » *1 = 1 


«23*^1 ==-.1 


d£|| c»i>l=»l 


«24*1 = -H 4 


1^£|| «r^l-l 


«25*1» -vi 



Summa =» + 1 



Noia. Ex reversione seriei: 



tf{pc) = 0(l)F{x) + 0(2)F(2^) + 0(3)F(3j7) + . .• = 2Q^{s)F{sx) 

prodire : 

p 
F{x) = 9(^) + 9(2x)4-g)(3x)4-9(^x)+.... + 9(;üx)+... == 2(p(px) 

iterixm obscrvare mihi visum est» 
Berol. 1850. 



Appendix ad: Observationes q. in tJL nnm. 



/. Demonstratio rigorosa formulae (8). 



Si poDamus 



n = vin) 9 



sequitur ex indole fuuctionis tp, quum sit Etj '^ y , 1 
(1.) (pEtj^y^ 

(2.) q>(l+Ev)<V^ 



E 



n 
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Fit porro 

(3.) ' EfpE^i =: a + Efj ^ 

ubi ü deuotet nunicrum integrum positivuin, exclusa cyphra (quam statuendo 
pro tt ipso intuito justitia formulae nostrae apparet), assumendo po m auTnero** 
rum quernpiam ab 1 incl. usque ad |f incl., quum sit virtute formulae (3): 

9 -Ei; :^ ö + JBjy 9 erit a fortiori: 
(4.) q>ETj ^ m+ Ex 9 quumque ex relatione (2), 

(5.) g) (m + JEiy) < i? < 1 -f- Erj 

habebuntur ex (4 et 5) relationes: 

(4..) JBi;^9(m + £„), 

(5..) * 1 + E^>ip(m+En), 

unde fluit ex indole characteristicae JS: 

(6.) E(p(m + Ei)) = Eti ; \a^m^l\. 
Si poaaraus in forniula (7} loci citati, 

s =: Eij eruilur • 

FE7) + F(a'hEv) — F(a:>^+Ei,(a + En). 

Quimi rero F(a + Et)) — FEr, -4- £g)(l + Er}) + ... 4- £cp(ö + £i?) 

a 

= jFjBi7 -4- -2'£g) (jn + i^i?)^ sequitur 



a 



2 FEn + -5: EgjCm + Et,) = F(Qe ) -♦- (^j,)' + « ^»; , 

vel appticando formulani (6), quum sit 

t 

^Etp(m + Er,) = SErj = aEv : 
(8.) 2FE,i = Fi<x>) + (E7,y; 

quae est relalio loco citato proposifa. 
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II. Extensio formulae (7) in functiones qutislibet. 

Nota : Sit f{x) functio quacpiam ipsius as coiitinua, quae crescat, ipso x 

crescente; sit porro 

/rev X «SS xeyfx ■■ x et 

jE:/14-jB/2+. ... ^Efn^fin), 

Erev 1 + £rev2 + . . . + Erev{2) « ^(/i) , 

demonstratur esse: 

F(m) + ffE/(jn) - F((X>)'hmE/my 
(p{m) + FEtev (m) «= 9(00 ) 4- mErevm 9 

unde concluditur fore 9(^) ^ ^(^) • 

Berol. mense Mart. 1853. ^ 
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19. 

Kur Theorie der TautochroneiL 



(Von Herrn Dr. phil. Meissel in Berlin.) 



Läaplace beschäftigt sich in seiner ^^Micanique cihste' nfiit den Curven, 
welche die Eigenthflmlichkeit haben , dass ein materief 1er Punct, welcher von ei« 
nem beliebigen ihrer Puncte ohne Anfangsgeschwindigkeit ausgeht, dieselbe co/i-> 
stante Zeit gebraucht um zu ihrem tiefsten Puncte zu gelangen. Er nimmt bei 
der Auflösung Rücksicht auf eine constante Schwerkraft und einen Luftwider- 
stand f welcher eine ganze Function zweiter Ordnung von der Geschwindigkeit 
ist Es lässt sich dieses Problem noch vollständig auflösen, wenn man auch noch 
die Reibung des Punctes gegen die Curve berflcksichtigt 

Ich habe die Gestalt der Tautochrone gesucht , unter der Voraussetzung» 
dass der materielle Punct eine volle Schwingung in constanterZeit vollenden soll; 
und bin dabei auf eine interessant scheinende Umformung der Bedingungsglei- 
chung gestossen, welche ich weiter unten mittheilen werde. 

Zuerst aber will ich die Verallgemeinerung eines Problems geben, welches 
Abel fuT eine constante Schwerkraft gelöset hat. Er sucht nämlich die Gestalt 
der Curven, bei welcher eine halbe Oscillationsdauer eine gegebene Function 
von der Fallhöhe ist (Man vergleiche: Oeuvres compUtes de N. H. Abel^ 
tom. 1. pag. 27. „Resolution d'un problime mScaniquer) 

Es sei in (Fig.l. Taf. II)Cein anziehendes festes Centrum, welches in der 
Entfernung der Einheit einen gewissen materiellen Punct mit der Kraft = a an- 
zieht ADBE sei eine gewisse Curve, auf welcher sich von A aus mit der An- 
fangsgeschwindigkeit = Null ein materieller Punct zufolge der Einwirkungen des 
festen Centrums bewegt. Es sei die kürzeste Verbindungslinie von Curve und 
Centrum BC = k. AC « a • CD » r, Wink. BCD « g). Dann ist die Bewe- 
gungsdauer des Punctes zwischen A und B: 

CreUe'f Joanial f. d. M. Bd. XLVni. Heft 4, 43 
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Aus dieser Gleichung soll, dem ^6^/schen Problem entsprechend, 9 so 
als Function von r ausgedrückt werden . dass T eine gegebene Function von a 
nämlich : 

(1-.) r- )/^./(a) 

ist ; d. h. es soll die Gleichung : 

(2.) /(a) ^fJj^i:!^ dr 

erfüllt werden. 

Man setze: 

in (2). Dies giebt : . 

Es sei 

a — /r = co, so wird: 

(4.) /(A: + «) - J J^i+ii^ „ JfcAt + CO sin\) J, , 

WO CO ganz willkürlich ist 

Man differeatiire die Gleichung (4) zweimal nach oa und setze, nach ei^ 
folgter Differentiation, co a 0, so erhält man: 

(5.) f(k) - T^\k)ßm-^,i.drt 

d. h., da nach der Bezeichnung von Gauss 



I sin*"j2 . 





(6.) r(*)-i^-4^/^(*) 
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Hieraus folgt: 

/I- n 7/2» '*^J ^'^^ • 

oder, ipdem man zwischen n =» und rf^ a auf alle ganzen n die Summadon 
ausdehnt : 

d. h. : 

(7.) /ICAr + w) = I --^^(4 w)r(Ar), 

oder, wenn man co = ^o: setzt: 

(7..) -FCAr + ix) = |-^^-a:-n^). 

Es zeigt sich , dass sich die Seite rechts durch ein bestimmtes Integral 
ausdrücken lässt, nämh'ch: 



n n2n^ 



•/^•(^) = I ßsin fp.f(k + \x sin^g)) + Ja: sin» g) ./(A + Ja; sin^)] d(f ; 



wie sich dies am bequemsten a posteriori durch Entwickelung nach Potenzen von 
üp ergiebt. Nach Einführung der eben aufgestellten Gleichung (7*) erhält man 
schliesslich , indem man 4cc statt cc setzt : 

(8.) i« Fik + x) «= /"'"[sin 9 .fik + x sin'gi) + 2 x sin'g) ./ (Ar + a? sin'g))] ^9- 

Aus (2*) lässt sich mit Hülfe dieser Gleichung der polare Winkel 9 durch 
r durch Quadratur fmden. Setzt man z.B. Tcönstant, d.h. sucht man die Tau^ 
tochronen für eine nach dem Newtoris^en Gesetze wirkende Schwerkraft, so 
erhält man leicht für die Gleichung dieser Curve : 



9. 



4K^^^yi- 



wogegen sich die entsprechende Brachistochrone durch eUiplische Functionen 
folgenderraassen darstellen lässt: 



^~4** '^r»(a-*)-Ä*(a-r) 



43 



320 19. Meisset, sntr Theorie der TcnOockranen. 

Es werde jetzt das analytisch interessante Problem gestellt, eine Curve CDE 
(Fig. 2) so zu bestimmen 9 dass ein materieller Punct unter dem Einflüsse einer 
Constanten Schwerkraft und emesLuftmder Standes, welcher dem Quadrate der 
Geschwindigkeit proportional ist, auf ihr eine volle Schmngungs- Amplitude in 
einer von der Grosse der Amplitude unabhängigen Zeit macht. 

Es sei /> der tiefste Punct der Curye, AB die Richtung der Schwerkraft 
und die Axe der Abscisse x, welche von D nach H gezählt werden. Die Bogen'- 
Amplitude CD sei eine willkürliche Grosse a, die Bogen- Amplitude ED sei 
gleich b, welche der materielle Punct in der zweiten Hälfte der Schwingungsdauer 
ansteigend zu durchlaufen hat. 

Die Bewegungsgleichung des materiellen Punctes ist, wenn s einen von 

D nach C positiv gezählten Bogen bedeutet, und X den Widerstandsfactor aus* 

drückt : 

d}s ^ dx \/ds\* 

Hieraus folgt: 

(9.) S = -|/25r.e»'V(/e-"-Jx), 

oder es ist die Zeit des Falles bis zum tiefsten Puncte der Curve: 



s 

Die Geschwindigkeit in diesem Puncte ist 

(10'.) r=:y2gy(ß'^'da:). 



Unter Berücksichtigung der symmetrischen Lage beider Gurvenzweige zur 
Axe der a: ergiebt sich fflr die Zeit des Ansteigens in der zweiten Hälfte der 
Schwingungsdauer : 

(11.) '''=w4n/ßZ)- 

s 

und für die Geschwindigkeit V, die in D nothig ist, damit der materielle Punct 
eine Amplitude b erreicht: 
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(ii\) v^yis^if^dx). 

9 

Setzt man nun Ti+ T2, die Zeit der vollen Schwingung» = T und benutzt die 
Tier letzten Gleichungen, so erhält man : 

(12.) TV2,= Af^-H-r;^^ = Co„.,. 



(13.) Je-'^dx =f<?^dx. 

• 

Es sei jetzt: 

(14.) r ) i>(&z)=/Cz), 

Je^' dx = ihis) 

so ergiebt sich aus (13) : 

(14*.) /(a) = i|j(Ä) oder b = &a 

Qod aus (12): 

(15.) Ty2g =jj^^ -^-Jn^blly,,)' 

Setzt man in den) zweiten dieser Integrale 

s = &{z) 

und erwägt, dass für 5=eO , 2 = , (14) 

für 5 = & , z ^ a wird, so geht die Gleichung (15) in : 

^y^S'^JvCfa-fe^+JvCfa-A) °^«'-"»' 





iy2^ = / 



y(/a -/») 



über. Damit in dieser Gleichung 7* von a unabhängig sei, ist Bedingung: 
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(16:) «w. _ ^i. =: ti, Ty2gyf{z) 

nothig, zu welcher aus (14): 

(17.) dfz — e^^^^df&z 

hinzukomint. 

Setzt man den aus (16) erhaltenen Ausdruck von/^ in (17), so folgt: 

(18.) d. [e^^* - e-^? = e^^^» d. \e^^ — e-^^*]\ 

Um in dieser Grleichung die von der Form des bewegten Korperchens abhängende 
Constante X/ zu entfernen, sei : 

(19.) H^)-i^(hz). 

Dann erhält man schh'esslich folgendes System von Gleichungen» welche das Pro- 
blem vollständig auflosen : 

(A.) d. \f' — e^J = e'^' d. [e^' - 1?"^'? , 

(B) /(^) = 8X^« ^''''" - ^^''Y =^^ ^^ • 

Aus (B) wurde« wenn die Function „(p^ bekannt wäre, x direct in s und y 
durch s durch Quadratur bestimmt werden können. Mit Hülfe der Gleichung 
(A) ist man im Stande 9(2) nach Potenzen von z bequem zu entwickeln. Die 
ersten Glieder der Entwicklung lauten : 

g)^z; = ^ — jÄ +yÄ —27^ "*"•••• X 

wo man für kleinere ^X, wie aus dem Argument X^ in (B) zu sehen, bald abbre- 
chen kann. Lässt man die fünften Potenzen von X weg« so ist sehr nahe: 



9(«)== jTTji' 



also nach (19) : 



*(*) = r:i:jXi5 
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und da t9'(a) = b ist, so findet man, dass die Bogen-Amplitude der Ansteigung b 
an die Amplitude des Falles a durch die Gleichung: 



sehr nahe geknüpft ist Setzt man den gefundeneu Näherungswerth von 9(2) in 
(B}« so erhält man leicht die Gestalt der Curve. 

Die Gestalt der Gleichung (A)^ so implicirt in ihr auch „tpz* liegt, giebt 
sofort ein Integral , welches indessen bei dem gegenwärtigen Problem zu verwer- 
fen ist, nämlich: 

(p{z) = /. [e"* + Const.]. 

Berlin, im März 1853. 
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20. 

Beitrag zur Theorie der nfach unendlichen 

® Reihen. 

(Von dem Herrn Dr. phil. Meissel zn Berlm.) 



JL/ie Abhandlung von Goepel ,, Transcendentiura Abelianarum primi or- 
dinis adumbratio levis'' im 35. Bande dieses Journals S.277, in welcher derselbe 
auf die doppelt unendlichen & Reihen die Umkehrungen der .^6^/schen Inte- 
grale erster Ordnung zurückführt , veranlasste mich zu Untersuchungen über die 
n fach unendlichen Reihen» deren Mittheilung ich mir vorbehalte. Inzwischen 
erlaube ich mir den Freunden derartiger Spekulationen eine Relation vorzulegen» 
zu welcher man auf dem gewohnlichen Wege der Multiplication von zwei oder 
vier @ Reihen nur mittelst einer sehr mühsamen Elimination gelangt. Dieselbe 
entspricht der Formel für einfache Reihen : 

yK'QiiK'x , - 9) == yKe ' e^Kx , - r) , 
wo 

q ^=^ e 9 r = ^ ist. 

Um später nicht aufgehalten zu werden , setze ich die Reproduction der 

bekannten Transformation einer Form zweiten Grades mit ?» Yariabelen in eine 

Summe von n Quadraten her. 

Es sei: 

/(xi , Xj , . .. .x„) = /= Sa^k^.x,, , 

wo a,,A = at,,i und k^ so wie s^ alle Werthe von 1 bis n durchlaufen. 

Durch Bildung der partiellen Differentialquotienten erhält man das System 
der n Gleichungen : 
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/Ö f \ 
(1) 5 \B^) = y. = ö^i *i + fl»,«*« -»- + O,.,*" . 

Die Determinaate dieses Systems sei 

(2.) -r(±)önfl2.f a^n = D . 

Ihre Bildung geschieht durch Vertauschung der Zeiger h'nks, wahrend die Zeiger 
rechts in der natürlichen Reihenfolge bleiben. 

Aus dem Sptera (1) stelle man sich nun die Grossen x durch die Grossen 
y mittels des folgenden Systems bestimmt vor: 

(^'^ i(8]^) = ^' = <iyi+<»ra + + <«y«j 

dessen Determinante 

(4.) jy = ^ ist 

Nach dem JEW^r sehen Satze von den homogenen Functionen lassen sich 
aus (1 und 3) die Formen ,f/^ und ^S^ mittels der Gleichung 

(5.) Xiyi+ x,y, + + x„y„ «/(x^ , x, , xj - F(yi , y, , jrj 

ableiten. Zwischen den Grössen a und af findet folgendes System ron Glei- 
chungen Statt: 









wenn k von s verschieden sind. 

Durch angemessene Wahl der Grossen ^ a lässt sich durch das lineare 
System 

(7.) a:,'^a\z^ + aiz2 + aiz9 + + «.% 

die Form „/" auf die Form : 

reduciren. Um diese Reduction für die gegenwärtigen Zwecke zu umgehen, führe 
man folgendes System der n^ Gleichungen ein : 

Crelle'f Joornal f. d. M. Bd. XLyn. Heft 4. 44 
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(9.) a»,a'» + a^,a"»+ + o„. , a^' = «f , 

WO m und k die Zahlen von 1 bis n durchlaufen. 

Aus diesem System lässt sich, mit Berücksichtigung der sich umkehrenden 
Systeme (1 und 3) folgendes umgekehrte System ableiten : 

(10.) o'^t«'* + <.«"* + + <.«i^-af. 

Die in (1) definirten Grossen f,y* hangen von den Grössen „z" mittels des Systems 

(11.) ys^mzx + %^ + +«i«- . 

ab. Da nun nach (5 und 8) 

ist, so ergiebt sich, dass die Substitution des Systemes (11) in die'Form „F* die- 
selbe in 9) transformirt, so dass die Gleichung: 

(12.) F-:soVr*r,-z?+zj+ + z« 

Statt findet. Die Bedingungen der Transformation (7 und 8) liegen in dem 

System : 

y*«'* + a"*9t^ + + af«lf = 1 , 

(13.) 






af9ijt = ® (*» * verschieden). 



. Es sei nun die Determinante des linearen Systems (7) : 

(14.) .r(±) a\ a", af=:6, 

und die des linearen Systems (11): 

(15,) J&(±)«'i«^ 4C = ^ 5 

wo in beiden sich die Versetzungen auf die unteren Zeiger, erstrecken. Die Be- 
stimmung von 6 und J geschieht mit Hülfe des Fundamental*Satzes aus der 
Theorie der Determinanten, nemlich : 

Wenn die Systeme 

(L) Ä, = alzi + a5ra + + <Zn 

(U.) z, = ^;i/, + ^aii, + + ^„ii. 
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mit ihren Determinanten A und B gegeben sind und man durch Substitu- 
tion von (II) in (I) das neue System 

(III.) aC, = ylM| +yS"2 + + V'nUn 

mit der Determinante C herleitet, so ist : 

C =:A.B. 

Wendet man diesen Satz auf die h'nearen Systeme 

(1.) mit der Determinante D 
(7.) „ „ M ^ 

(11«) W M »» ^ 

an, so ergiebt sich : * 

(16.) ^ = D. rf. 

Kehrt man ferner di« Systeme (7 und 11) um, so erhält man folgende beiden Sy- 
steme : 

(17.) ^A = a'*ri + »"iky« + + <^kyn 

m 

(18.) z^ = 9l\x, + «^x,+ + «rf X. . 

Führt man nun das System (17) mit der Determinante 6 in das System (7) mit 
der Determinante d ein, so muss sich das System (3) mit der Determinante 

D' =3 -g (vermöge 4) ergeben. Daher ist: 

(16.) <J'=^ , tf = ^, J = VD 

oder: 

(19.) <r = ^(=fc)a'.a".....a:= 1^, 

(20.) J=:^(±)«',9l"a....C = Vi>. 

Man setze nun in die Gleichungen 

f^F—ff (5 und 8) 

(21.) 3fi = a»., ; y> = o».. ; y. = o«.„ , 

so folgt aus (9 und 17) : 

44» 
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(22.) «* = 9tf; 

ferner aus (18) dass 

(23.) Alle X Null sind, mit Ausnahme von ^^ « 1. 

Benutzt oian diese specielien Werthe der Yariabeln für die Gleichmigen (11 und 
7), so erhält man die Systeme : 



(24.) y, = a^,-«I9lf+9Cl3(f+ + 9ti9l 






11 - af 3lf + of 9^ 
0-aI9(f+a;9tf 



*+ + af«.*' 



(25.) : . ■ : - : 

aJSlf (m ^ s verschieden). 



Macht man ferner 



^1 ■■ Ö m.l *t ^a^Ö„,2 ; ^n'^O^m.n^ 



SO folgt aus (10 und 18): 



Zt « a^ 



Ferner folgt aus (17) dass: 

Alle y Null sind, mit Ausnahme von y», "" 1* 
Durch Einführung dieser Specialwerthe in (7) erhält nuin das neue System: 

(26.) o'«M- alaf+ ajaf 4- + <af . 



Diese Vorbereitungen reichen hin^ um die angekündigte Relation abzu- 
leiten. Es sei 

eine n fach unendL'che Summe, in welcher die äusseren n Summationen sich auf 

die nBuchstaben mi» m^, m» von — co bis + od ausdehnen, die inneren zwei 

Summationen im Exponenten sich auf die beiden Grössen ^f k zwischen den 
Grenzen 1 und n beziehen, und die Grössen ,,4" ti Veränderliche bedeuten. 

Man sieht sogleich aus den Periodicitäts -Verhaltnissen der Function „6,** 
welche sich m'cht ändert, wenn die Argumente derselben „C sich um ganze Zahlen 
ändern^ dass sich ihr folgende Gestalt geben lässt : 

(27.) e - lF(^^^.^,...^.).cos2«(/n.4. + m,4 + - + mj^) 
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wo V nicht von den Grössen „4*" sondern nur von den sunojmatorischcn Buch^ 
* Stäben m und den Grössen a abhängig ist. 

Man muhiph'cire nun die Gleichung (27) auf beiden Seiten mit 

cos27r (m'i, 4i + rn'a4+ -^m^ijdiid^ c/4. 

und dehne das nfache Integral rechts und links zwischen den Grenzen 

aus 9 so erhält man: 

(28.) /e.cos27r(m',4. + m',4+ -^ mf,i,) diid^ d^ 





Die Seite rechts dieser Gleichung reducirt sich auf: 

daher wird : 

(29.) ^(«.,,«v .-'O = 2/*©cos2Tr(m',{, + m'a&+...+ m'.|Jd|,J{, •..£/!.. 



Setzt man hierin für ,,6" seinen Werth, so ergiebt sich: 

Jettt Tertausche man die Veränderlichen „I" mittels des Substitutions- 
Systems : 

so ändert sich der Cosinus unter dem 2^Icheii nicht und es folgt, wenn man die 
Summe von bestimmten Integralen in ein Integral zusammenzieht: 

oder durch Weglassuag der oberen Zeiger aller „m": 



330 '20. Meüsdj uur TTiebm der n/ach unendlichen Reihen. 

Hieraus ist ersichtlich, dass wenn an der Stelle des Cosinus der Sinus un- 
ter dem Zeichen stände, das Integral Null werden müsste. Daraus ergiebt sich: 

In dieser Gleichung bediene man sich des Substitutions-Systems (7) näm- 
lich : 

dessen Determinante: 

(19.) • rf = ^ 

war, so geht dieselbe in : 

über oder nach erfolgter Factorenzerfällung der Seite rechts in 

d. h. in 

(31.) ^(.„^ ...«,, = ^e-»^K-.W.''- .^-fr. 

Man setze jetzt in (17) 



woraus sich : 



^ ^/ ^ _1_ ^// r« -1- -L- ^^rw. 



ergiebt. Beide Systeme führe man in die Gleichungen (6 und 8) ein, so erhalt 
man 

Benutzt man diese Gleichung für (3I)/so erhält man: 

(32.) ^c*.,«.....«») = fD • '"'^•--•«' . 

Als Neben-Product erhält man durch Yergleichung von (1, 2, 3, 30 und 
32) folgende Regel : 
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Um das n fache bestimmte Integral : 



anzugeben, setze man : 






i\^J=y, — o,^^i + a^Xt + .... + a,^x, 

m 

und kehre letzteres System» dessen Determinante = D sein mag, mittels des 
Systems : 

uro, so ergiebt sich stets 

Führt man die Gleichung (32) in (27) ein» so erhält man : 
(330£e-»^-'^(^*5,)(«,HK.V = j^£]^-^-f M""*""'cos27r(m,|,+m,|^^^ 

eine Gleichung» durch welche die Verwandlung aller imaginären »,4" in reelle er- 
folgt. 

Ich bemerke hierbei, dass auf demselben TVege^ mit Hülfe Qonpartior 

len Eliminationen und partialefi Determinanten , eine f^ercpandlung beliebig 
mler imaginärer „j" in rtelle ausgeführt werden kann. 

Macht man in (33) alle „g"* gleich Null» so erhält man» da Diy = 1 ist» 
die Gleichung 



4 ->•» n 4 ->•« 



(34.) V/>£«-«-^%.'»*». = yjyS^ r"^«'i,.»**, , 

Hier hangt D eben so von den Grössen a ab» wieDWon den Grossen a'. Schliess- 
hch ist klar» dass man durch zweimalige Anwendung von (34) wieder auf die 
Seite links zurückkommt. 

Berlin, den 8. Oktober 1853. 



332 21. Hoffmamt^ sur Theorie der eUiptiechm FuncHonen. 



ai. 

^ Miiltiplications-Fonneln für die elliptischen 
Fimctioneii mit complexen Vielfachen des Arga- 

gnments und dem Modul Vi. 

(Von Herrn Dr. B. Hoffnuam in Danzig.) 



JLIas erneute Interesse, welches die Lemniscatentheäung durch den 
Aufsatz des Berm Dr. Eisenstein: ,»Ueber die Irreductibiiität und einige andere 
Eiglenschaften der Gleichung» von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate 
abhängt^ (Gr. Journ. XXXIX) gewonnen hat, wird der folgenden Betrachtung, 
welche sich mit der Bildung dieser Gleichung beschäftigt, vielleicht einige Auf- 
merksamkeit zuwenden. 

Stellt man die elliptischen Functionen von zmnu mittels der jEu/fr'schen 
Fundamentalformeln auf, indem man n = Hi + n^ setzt, so ist es nicht gleichgül- 
tig, was man für n^ und n^ setzt, weil von dieser Wahl der Grad eines dem Zäh* 
1er und Nenner gemeinschaftlichen Factors abhängt, dessen Wegschaffung durch 
die gewohnlichen Methoden weitläufige Rechnungen erfordert. Für ein reelles 
n hat Abel (Cr. Journ. IV, pag. 258, Gl. 45 und 46) gezeigt, dass dieser gemein- 
schaftliche Factor ganz vermieden werden kann, wenn man für ein gerades /s» 
Hl — /ij = 0, für ein ungerades /i, Hi — /la = 1 setzt. 

Im Folgenden soll der Fall betrachtet werden, wenn n eine Zahl von der 
Form a-^bi und y\ der Modul der elliptischen Function ist. Es zeigt sich, dass 
die Abelsc\\^ Regel im Allgemeinen auch auf die Zusammensetzung von a + bi 
aus Oi + bii und Ha-H&ai Anwendung findet. Bloss wenn a und b ungerade 
sind, muss man, zur Vermeidung eines'gemeinschaftlicheri Factors, einen andern 
Weg einschlagen. Das Verfahren bei der Untersuchung lehrt gleichzeitig, von 
welchem Grade Zähler und Nenner der eiliptischenr Functionen von am(a+6/)u 
mod]/j sein müssen. 
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Als Beispiel wird schliesslich der Werth von cosam(£/ + i)u und 
cosam(l + ui)i/mod]/| aufgestellt werden. 



§.1. 

Es sei 

sin am li = X cos am u = x' J am i/ = x". 

Man setze als einfachste Formen für die elliptischen Functionen, gleichsam als 
Normalformen : 

1) wenn a gerade, b gerade ist: 

sinam(«4-Äi)i/ = a?a?'a?"-^, cosam(/i + Äi)a = *r, Jam(a+Ä/)w = »r ; 

2) wenn a gerade, h ungerade ist : 

smam(a+oz;/i = ""• ät— 9 cos am (a+60«^ = ""• at — j Jam(a+6£)a=-r -j^ — ; 

3) wenn a ungerade, h gerade ist : 

f\iizvDL{a'\-hi)u^=^(£-j^^co%va\{a+bi)u'=i x*-j^^ Jatn(a + 6i)u = x'^j^ ; 

4) wenn a ungerade, 6 ungerade ist: 

* 

sinani(a + &0<^ = ^^""fü"^ cosam(a 4- bi)u = 1^, ^^am(a4-Ä/)i«=:xi/^^ ; 

WO ^1 = a^4- Ä* und S, C, J, N ganze rationale Functionen der Grossen x, x',x'' 
von dem Grade des beigefügten Indei sind. 

* Stellt man sich die Functionen Von am(a + Äi)i/ mittels der Additions- 
formeln aus den Functionen von am au und djnbui zusammengesetzt vor, und 
nimmt als bewiesen an, dass Zähler und Nenner dieser Functionen, wie es wirk- 
lich der Fall ist, mit Ausschluss der Factoren ac, x\ x** und deren Producte, nur 
die geraden Potenzen der Grossen x, x^ x'^ enthalten, so folgt das Gleiche auch 
für die Grössen S, C, J, IV. Es soll jedoch statt diesen Beweis aufzusuchen, 
auf directem Wege gezeigt werden, dass dies der Fall ist. 

Der obigen Bezeichnung gemäss ist nämlich: 

Crelle'i Joarnal f. d. M. Bd. XLVIll. Heft 4. 45 
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m • 

sin am( — u) = — x cos am (— u) = rr' ^am (— u) = x" 

sin am (ci + 2 AT) = — a? cos am (i/ 4- 2 iRT) = — x' ^/am(a+2£) =: or" 

sin am (i/ 4- 2 AT/) = 0; cos am (ci 4- 2Äri') = — o:' * Jam(a + 2/^/) = — o;" 

Erwägt man nun, dass 

sin am( — a — bi)u = — sin am(a4-Äi )i/ cos am (— .a — bi)u = cos am(a+60^ 

sin am (a + Ä 1) (u 4- 2 AT) cos am (a 4- Ä / ) (u 4- 2 i^T) 

= (— l)"sin am (a + & 1) u = (— l)*^cos am (a + bi)u 

sin am (a 4- Ä z) (1/ 4- 2 /f 1) cos am (a + bi)(u+2 Ki) 

= (— l)*sin.am(fl 4- Äi)ii = (— 1)**^ cos am (o 4- Ä w • 

Jam( — a — bi)u^=^ J^tn^a-k-bi^u 

//am(fl 4- Äi)(i/ 4- 2Ä') = (- l)*Jam(a 4-Äi)a 

jAmia + i (a + 2 ÄTi) = (— J )" J am (a + Ä i) u 

• 

und substituirt der Reihe«nach — li, 1/ 4- 2 JK^ 1/ 4- 2 ATi statt u in die Normal- 
formen» so zeigt sich 9 dass in allen für a und b angenommenen i^ier Fällen die 

Normalformen ungeändert bleiben. £s müssen demnach Zähler und Nenner 

S C A 
der Bruche jj9 }j9 Jj ibren absoluten Werth behalten und ihr Zeichen gar 

nicht oder gleichzeitig gewechselt haben. Setzt man nun : 

S=S'-*- xS" + x'S"' + x"S"' ]V = JV-t-xIV" + x'JV'" -t- x"N"' 

+ xx'S^ + a:a:"5" + acWS"' + xx'iT + x x"^"+ x'x"A^" 

■^xs^x'^S"" +xx'x"I\r"' 

wo S'yS", ^"' und IV',IV",...:.N'"" nur die geraden Potenzen von 

X, x', x" etitbalten, so ist es einleuchtend, dass bei der Substitution von — u statt 
u der absolute Werth von S und N nur dann ungeändert bleibt, wenn S" = tS^ 
= S" = S"" = und JV" ^JV^IT'^ N"" = ist. Aus der Substitu- 
tion von M + 2 Ä" statt u folgt dann, dass 5'" = 5"' = und N'" = iT" = 
sein muss. Die Substitution von u-^^Ki statt u endlich zeigt, dass auch 
iS" und A"" gleich sein mässen. Man hat also nur 

S = S' und A'=A". 
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Ebenso wird bewiesen, dass C und J nur von der Form 

C=C und J = J' 

sein können, dass also auch sie nur die geraden Potenzen von x^ x', x" enthalten 
können. 

$.2. 

Setzt man für a und b in die Normaiformen kleine Zahlenwerthe, so lässt 
sich ihreUebereinstimmung mit den in diesen Fällen leicht zu entwickelnden Aus- 
drücken zeigen. 

Für ä = 2, 6 = oder für a = 0, & = 2 erhält man aus den Normal- 
formein : 



\u ) o cosam2ii ) ^4 jBm2u ) j 

uiS ^* cosam2fii) ^* Jstm^ui ) ^* 



welche die Ausdrücke: 
sinam2ii = 1^2«'*-«'* ^ cos am 2 a = i^2a?^.^4 5 Jam2u=: i^2«^.^4> 



smam 



^"'=i'M;:2^'^:n: ' cosam2m = ^,^^,_^ ,jBm2u — ^rpa^/rzi 



darstellen. Setzt man a = 0, & = 1, so ist: 

X Sq , 1 Co ^ . a/^ ^0 

sinamiu = ^'jy^ 9 cosamiii = ^-j^- , Jamiuss^-^y 

und nimmt man Sq = ^'A^o = ^'Q = ^'^^o» ^^ erhält man die bekannten Formeln 
für die Functionen von imaginaifen Argumenten: 

sinamiii = 2— I , cosamic/^-i , z/amia = rr. 

J? X ■ ,x 

Für a = 1, Ä = geben die Normaiformen : 

smamu =: J7 2y' 9 cosamM = a7^ , -^ama=sa? mr, 

in welchen also «Sq » iV^ » Cq ■■ ^0 zu setzen ist, um identische Gleichungen zu 
erlangen. 

45* 
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Endlich sind noch die drei letzten Nornnalformen zu priiTen, indem man 
£2 a 1 und b ^ 1 annimmt« Man erhält dann: 

SC ^ 

sin am (1 4- i) li = a?a;" -^ 9 cos am (1 4- i) " ■* jv" > A a'" (1 + 1) 1/ = a?' j^ . 

Bildet man diese Functionen durch Zusammensetzung aus den Functionen von u 
und iu^ so erhält man allerdings : 

%\mvci\\ '¥ i)u ^ XX x^igfi > cosam(l + iju =» ^ 4-^^* ' 

Jam (1 + w = a? 1^/4 . 

Da sie aber im Zähler und Nenner den gemeinschaft^'chen Factor 1 +iar^ h»> 
ben und daher wie folgt geschrieben werden können : 

sin am (1 + O u » |^ ■ . /> , cos am (1 + i*) w » \ ^ - f^ 5 iiam(l+i)a » ^*\Z7^y 

so nehmen auch sie eine der Normalformen entsprechende Gestalt an. 

Zugleich sieht man, dass in diesen Fällen kein gemeinschaftlicher Factor 
im Zähler und Nenner vorhanden ist, durch welchen der Grad dieser Grossen 
verkleinert werden konnte; sodass also hier die Normalformen die elliptischen 
Functionen in ihrer einfachsten Gestalt darstellen. 



§.3. 

Mittels der Functionen von kleineren a + bi lassen sich die Functionen 
mit grosserem a + bi immer so bilden, dass auch sie den Grad der 'Normalfor- 
men bekommen. 

Um dies zu beweisen sei: 

1) a gerade, b gerade. Man nehme Oi-hbii und a^ + ^iiso, dass 
ai+ o^^ a , Ä| + da " ^* Dann können 4 Fälle Statf finden: 

1.) ai gerade, bi gerade, 3.) ai ungerade, £| gerade, 

64 gerade, b^ gerade. i?, ungerade, b^ gerade* 

2.) Ol gerade, ^i ungerade, 4.) Oj ungerade, bi ungerade, 
a^ gerade, &2 ungerade. 02 ungerade, ^2 ungerade. 
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Es können daher auch für jede der elliptischen Functionen vier Ausdfäcke ge- 
bildet werden ; nämlich : 

für sin am{a + b i) u 



XX JC 






, „ ^n.-l ^n.-l ^*,-l '^'S-1 •*• ^tS-l^'S-1 ^"i-l ^»1-1 

/ // ^« s-i ^»i-i ^«.-1 ^"»-i •*• ^»s-i ^«.-i ^».-i "^»h- 1 

XXX JVS,Ä^-4a:VX-4«il..a ' 

für cos am (fl + Ä i ) i/ 

«'*^i.-i ^i:,.! - 4**«..i«.i..i 
^i:».iiv;i..i-u*«.i..iVi 

für //am (a + 6 u 

a^g'^'V-l^H.-l V - 1 V-1 -}g* Vtgn.-l Vi Qh -I 

?^i».l^-^.l - 5^*««,-l Vi 

a»^ V- 1 V-1 V-1 Vi - Sg*a^ VlVl Vi 

ViV-i-4»*«.h-iVi 

«^«V2WlV--i**''''*V2<^»'.VgQ^ 



.. Vi V - 1»*^''* V2g*.^»,-2g« 

W- ****"* V2V» 



wo />! = a| + ^1 ) fi) ^ aj + 5* gesetzt ist. 
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* Damit diese Ausdrücke die Normalformen annehmen, muss die Bedin- 
gungsgleichung 

2 /ii + 2 /I2 = n 

erfüllt werden, deren Bedeutung ersichtlich wird, wenn man sie mittels der bei- 
den Gleichungen : 

öl + //2 ™" ö 5 bi + b^ '^ b 

vereinfacht. Subtral^irt man nämlich die Quadratsumme dieser beiden Glei- 
chungen von der vorhergehenden, so erhält man: 

die nur durch: 

erfüllt werden kann. 

2) Es sei a gerade^ b ungerade. Hier werden zwei Zusammenset- 
zungs-Arten möglich sein, nämlich: 

1.) €7| gerade, bi gerade, 2 ) aj .ungerade, bi gerade, 

a% gerade, *b^ ungerade, a^ ungerade, b^ ungerade. 

Deamach ergeben sich folgende beiden Ausdrücke : 

für sinam(a4-Äi)M • 



für cos »ta{a-i-bi)u 



1_ C». N^C^.iN^i-s ^x' ^S^.^JnSn^.jJi.^.i 

'^ ivs.ivs.-i-i***"'«;i,-4«i-i ' 

1 ^1-1 ^».-1 <^>».^* - «**"* Vi Vi ^»,-2^*,-a 
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für J am (a + h i) u 



Sowohl Zähler als Nenner geben hier durch Vergleichung mit den Nor- 

malformen: % 

2 Hl + 2 /i,c = 'S + 1 > 
woraus, wie vorher» 

oder 

folgt. Allein es ist hier noch nachzuweisen, dass der Nenner 



eine ganze Function ist. Zu dem Ende lässt sich zeigen, dass bei der Entwicke- 
luog der Grosse in der Parenthese das constanle Glied verschwindet. 

Da nämlich die Functionen Sy IVy C^ ä nur die geraden Potenzen von 
Xy x'y x'* enthalten, so kann man sie als rationale Functionen von x^ betrachten. 
Bezeichnet man die constanten Gh'eder dieser Function durch 5, ^^ c^ 6^ und 
führt sie in die beiden Gleichungen : 

sin* am (oi + hi i) u + cos' am (0^ + ä^ 1 ) u = 1 , 

ein, so erhält man, da x* = 1 — x'' , x'^ = |(1 + x") ist: 

{X — x'^is^ + ....)'+^''(^i + •...)• = (^1 + .•.•)* 9 

Da diese Gleichungen für jedes beliebige x\ also auch für o?' = gelten, so er- 
giebt sich aus denselben : 
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und als Product dieser Relationen: 

Entwickelt man nun auch die Grosse in der Parenthese nach a^\ so erhält man : 
woraus sich, als constantes Glied, 

■ 

ergiebt, welches gemäss der soeben gefundenen Relation gleich Null ist. Dem- 
nach ist die Grösse in der Parenthese durch x^ tbeilbar und der Nenner 



?iW.-.^X-i^'^"''S:;_.Ä^,) 



eine ganze Function. 



3) Es sei ferner a ungerade^ b gerade. Die Zusammensetzung kann 
dann auf zwei Arten geschehen: 

1.) Ol gerade, 6| gerade, 2.) Oy gerade^ bi ungerade, 

aa ungerade, b% gerade, a% ungerade, b^ ungerade, 

und hieraus ergeben sich wieder je zwei Ausdrücke, nämlich : 
für %\nam{a-\-bi)u 

für cos am (a + ^ f) u 

, C,,.iA;.-| C^Nn^- ar»x"«5, ,.i ^„,.i Sn^.jd^^.j 
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für Jam(a + bi)u: 

^// *'* ^».-1 ^«.-1 ^*«-a^*, - >^* '^-1 Q..-! ^-2 <^» . 

Aus diesen Ausdrücken erhält man die Bedlngungsgleichung : 

2/i4 + 2/1, = 1 oder («i — fli)* + (Äi — ä^' = l > 
und daraus: 
Denn der Nenner: 

weicher dieser Bedingung zu widersprechen scheint, ist nur vom (2n|+2n,— 2)^" 
Grade, weil der Coefficient von x^^i-*^ in der Entwickelung nach x' ver- 
schwindet. 

Bezeichnet man nämlich in den Entwickelungen der Functionen S,A,C,J 
nach sc^ die Coefficienten der höchsten Potenzen durch 5, p, c, 6 und benutzt 
die Relationen 

sin' am («1 + 4101/ + cos* am («2 +Äii)i/ = 1, 

|sin'am(a2 + &si)u+^am(£is + Äii)i/ = 1 9 
so erhält man : 

(1 +a:'»)(5,x'"-'-^ ...)* + (^ix'^-* + ...)* = x'^Cp^x'**-* + ...)" » 

Da in diesen Gleichungen nach einer bekannten Schlussfolgeruug die 
Coefßcienten gleicher Potenzen von x* auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens 
einander gleich sind, so erhält man für die 2n^ Potenz aus der zweiten Glei- 
chung die Relationen : 

und als Product derselben : 

Die Entwickelung des Nenners selbst giebt nun: 

Crelle'f Joarnal f. d. M. Bd. XLVIII. Heft 4. 46 
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woraus man als Goerficientcri von x'^K-^*!), 

erhält, indem nach dem Vorhergehenden = ist. Es ist also der Nenner: 



nur vom (2/ii + 2 /i, — 2)*«° Grade. 

4} Es ist endlich der Fall, wo a ungerade, b ungerade ist, zu unter- 
suchen. Er führt* zu den beiden Annahmen: 

1.) aj gerade, bi gerade, 2.) ai gerade, bi ungerade, 

a^ ungerade, b^ ungerade, a^ ungerade, Z»2 gerade; 

welchen folgende Ausdrücke entsprechen : 

für sinam(^ + &i)z/: 

^ ^o ^'^Sn,.l AW,-| Cn,,i ^,H-| H- g^,i iV;^,i J^^^i 

für cos am (^a + 61^)11'. 

a^ Cn,.l N^-l Cnr-l ^m-l - a'*»"*^.-! ^n.-l ^-1 ^n^-l 

*^^;^-I^S,.l-J«*-s;Vl5^^l ' 

für Jani(a+Äi)u: 



a?. 



, 4.. A;. 4^-2 ^n^ - } «*a:^ ^.-4 C,. 5^.2 C^ 



a;;.as,-4***"*''*«.-*5^-2 



/ '^4..-i A;.-i4H-iiy*,-i - WSn,.i c,.,i 5;^.i q^. , 

Alle diese Ausdrucke führen zu der Bedingungsgleichung 
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2/1, + 2^1, = n oder (a, ~ ihf + (bi — ij)* = j 

weiche nicht erfüllt werden kann. Unter der Voraussetzung jedoch, dass Zähler 
und Nenner noch einen gemeinschaftlichen Factor vom zweiten Grade haben, wird 
man auch hier die Normalform erhalten« indem dann die Bedingungsgleichung 

27ii + 2/ia — n + 2 oder (a^ -^ 02)* + (^i — *J* = 2 
ist, weiche durch: 

erfüllt wird. 

Die gemachte Voraussetzung bestätigte sich in (§• 2) für den Fall a = 1, 
Ä = 1, wo man erst nach Verschaffung des gemeinschaftlichen Factors 1 + ia;*^ 
den Grad der Normalformen erhält« Es kommt aber darauf an zu zeigen, dass 
die Voraussetzung auch im Allgemeinen begründet ist; was geschehen sein wird, 
wenn nachgewiesen ist, dass die Normalformen für diesen Fall auch unmittelbar 
durch Vermeidung des gemeinschaftlichen Factors erlangt werden können. 

Schreibt man nämlich: 

a + bi=(l+i){Ka + b)-\(a-b)i), 

WO \ia + h) und \{a — h) bei unserer Annahme von a und b ganze Zahlen sind, 
so hat man bei der Bildung der Functionen von (|C^ + Ä) — \{a — b)i)u zu 
unterscheiden , ob |(a + 6) und \{a — b) gerade oder ungerade sind. Es fin- 
den hier aber nur zwei Fälle Statt: entweder ist eine der Grossen a und b von 
der Form 4 m + 1, die andere von der Form 4/n + 3 ; dann ist: 

\{a + b) gerade , \(a — b) ungerade ; 

oder beide haben dieselbe Form; dann ist: 

5 (a -h Ä) ungerade , ^ (a — b) gerade . 
Fflr beide Annahmen ist: 

n' = \(a + by+ \(a-by = J(ö» + Ä*) = in 

und für beide erhält man für die elliptischen Functionen Ausdrücke, welche, wie 
in diesem Paragraphen bewiesen , mit den entsprechenden Normalformen über- 
einstimmen. 

Um endlich die Functionen von {a + bi)u selbst zu bekommen, hat man 

46* 
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in den (§. 2) aurgestellten Functionen von (1 -^i^u^ (i(ö + Ä) — 5(0 — b)i)u 
statt n zu setzen und dadurch die Ausdrucke 

für sinani(a + 61)21: 
für cosam(a + 60<^* 



für ^iam(a + 6z)a: 

zu bilden, Ausdrflcke, welche den Grad der Normalformen haben. 

Während also in den drei ersten Annahmen für a und b die Bedingung, 
dass (ai — o^)' und (&| — b^'^ Minima sein sollen, unmittelbar zu den aufgestell- 
ten Normalformen führt, bringt sie bei der vierten Anriahme einen gemeinschaft- 
lichen Factor vom zweiten Grade in den Zähler und Nenner, welcher sich durch 
die zuletzt entwickelte Methode vermeiden lässt. 



§. 4. 

In dem Vorhergehenden lässt sich eine Art von Inductionsbeweis dafiir 
finden, dass die Functionen S, C, J, IV keinen niedrigeren Grad haben können, 
als den, welcher in den Normalformen festgesetzt wurde. Man bedient sich des 
Inductionsbeweises gewöhnlich nur, um das Gesetz, nach welchem die Coefficien- 
ten gewisser Entwickelungen aufzustellen sind , zu begründen ; hier ist der Ge- 
genstand des Beweises der Grad der Entwickelung. 

In dem vorliegenden Falle kann man sich nämlich die Functionen «S, C, 
J, N^ wie es schon in (§• 3) geschehen , mittels der Relationen o;' = 1 — x^, 
x'^ = 5(1 -H o?^ nach x^ entwickelt vorstellen. Der Exponent der höchsten Po- 
tenz von 07^ muss natflrlich ebenso, wie es die Coefficienten der Entwickelung 
sind, eine Function von a-^bi, (dem Vielfachen des Arguments li), sein. 

Es wurden in ($. 1) fflr den grossten Potenz- Exponenten solche Functio- 
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• 

iien aufgestellt und in (§• 3) wurde gezeigt, dass die Functionen von grosserem 
a + bi sieb mittels der Functionen von kleinerem a^hbi stets so bilden lassen, 
dass die Potenz-Exponenten von S« C, J, N die in den Normalformen vorausge- 
setzten Functionen von a+bi sind. Hierdurcb ist der Beweis für die Richtig- 
keit unserer Annahme für ein grösseres a + Äi auf den Beweis derselben fiir ein 
kleineres a-^bi und schliesslich fflr a + bisszl und = i zurückgeführt. Für 
diese Werthe ist aber aus den in ($. 2) abgeleiteten Ausdrücken 

So / ^« V // ^« 

smatnu =: w.jf- ^ cosami/ = ^. ^^T ' ^amu = j; .^^^ 

^ Ä ^ . IC. ^ . ^' J. 

smamiu = ^•^- ^^ cosam/u = ^'2^ , ^iamii/=:^*2^ 

zu sehen, dass im Zähler und Nenner kein von x' abhängiger gemeinschaftlicher 
Factor vorkommt, da «Sq. C«, Jq, N. Constanten sind. 

Beispiel. 

Bei der Bildung der Gleichung fflr die SiebenzehrUheäung der LemruS" 
cate findet sich eine Gelegenheit, das Vorhergehende anzuwenden. Die Me- 
thode der imaginairen Theilung von Abel verlangt die Bildung von cosam(4+i')i/. 
Herr Th. Claussen^ der dies in {Schumachers A. N. XIX, pag. 243) gethan hat, 
schlägt den unvortheilhaftesten Weg ein, indem er (4 + i)u aus 4u und iu zu- 
sammensetzt. Bei ihm wird daher auch der Grad der Function C zu 2.4'+2.1' 
— 2 = 32, während er, wenn man (4 + i)ii aus 2ii und (2 + i)u bildet, dem 
Problem entsprechend, nur zu 2.2* + 2(2' + 1») — 2 = 16 wird. 

Ebenso wird man das Argument (2+i){/ aus u und (l + i)u zusammen- 
setzen müssen und nicht, wie es Abel (Cr. Journ. III, pag. 162) that, aus den 
Argumenten 2u und lu, damit man nicht auf einen gemeinschaftlichen Factor 
vom vierten Grade im Zähler und Nenner der zu bildenden Function stoss.e. 

Man hat also die Formeln in (§. 2) netnlich 

sinam(l-*-i)M = p3^ , cos am (1 +i)u= |_^/^ , //am (!■♦-/>= i _ ^-^/i 

und 

sin am 1/ = X , cos am li = x' , z/am i/ = x'' 

zu benutzen, um die Ausdrucke : 
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m 

. ,«^., f;[(l-h.-*)(l-.V«)-Kl-0(.-'-0] .^ i^2(l-H,>''W« 

sin am (2 + 1) u = . ss —t-j — ,, „. — ^— 

^[(l-t*'»)»-(l-x'»)»(l +*'»)] *^ (1-20-«'* 

J;[(*'»-tXl- w'*)-(l-«)(l-*'*Xl+«'*)] 1 (i _ 2i)*'« - 1 

~ ^[{l - tV»)« - (l - :r^)«(l H- *^)] ~ *' (1 - 20 - x'* ' 



COS am ^ 



iiam(2 + /)i/ := T ■ = -ij pi — st; ö 

Jj[(l-tV»)»-(l-x'»)«(lH-a^)] *^ (1-20-** 

aufzustellen. Nimmt man biezu die Formein der Verdoppelung aus ($. 2): 

4««'«" «'« + 2«'*-l ^ „ 1 + *'* 

sinam2u=:i_^2«^-i^ » cosamu = n^^^^T^, ^«"»2^= |^g^^_^/^ 

so findet sich der Werth von cos am (4 + /) u durch a;' ausgedrückt. 
Der Zähler: 

((1 — 2i).T'* — 1)(1 - 2i — x'*)(i'* +2%" — 1) (1 + 2x^ — X«) 
+ 2z(l — *'*)(! + cc'*){l + 2(1 + Oa;'» + x'%1 - 2(1 +0«^ + *'0 
dieses Ausdrucks giebt entwickelt : 

l_2«-(4-160*'*-(10+28i)a:*-(4--160a/" +(1-20*'" 
+2i-i-(l6+40a:'* -(l6+40x'" — 2ix«« 

= l+(12+20i)x'«-(10+280x'»-(20-r20x'»'+(l— 4i)x'". 

Der Nenner ist: 

ar'(l_2»-a:'*)Hl+2a?'»-a?'*)'+4ar'(l-*'')*(l+*'^'(l + 2(l+0«'"+O' 
und wird, wenn man nach x' ordnet: 

x' [ - (3+4i)— 4(3+4/>''— 4(2H-jV-i-4Cl+8i)ir'«-2(3-2x>*+4(3-4<> 

-i-4x'»— 4x'"+x'"+4+4(3+4/)x'«— 4(3-40x'*-4(l+80x'«-4(l+8/ 

— 4(3-4i>'"+4(3+40a?'"+4«'" 

= x'(I — 4/— (20-12i)x'«--(10+280a;''H-(12+2()i)a;'"+ar'") , 





21. Hoffmann, zur Theorie der eUtpÜsehen Functionen. 347 

SOGdSS diso * 

* 1 l+(12+20t)x'*-(10.K280x^*-(20-12t>'"-H(l--40*^'* . 

Die Gleichung für die Siebenzehntkeäung wird noch angemessener, wenn 
man cos (1 + 4i')u entwickelt. Man erhält dann zunächst aus : 

.* .1 . «" 

sinam{u=:i— ^ cosami'u:= . , Jam2iu^^ 

und aus den Formeln für die Functionen von (1 + i")u folgende Ausdrücke: 

smam(l-i-2/)u = « | _ (i ^ a,w* — j 

cos am (1 -4-20« = x T -(l+2iV * 

Jam(l-+-2i)u = x" 1 _ (i + 2tV* » 

und in Verbindung mit 

Aimx'x" - *'*+2if'»4.1 «'* + ! 

sin am 2 i « = Zi+2<rV*'« » c»" am 2 m = Z\^2x'^+x" » ^»"^ = -l+2x^+«^ 
schliGssiicii * 

co$am(l + 4i;i/ — a? i^(i2_20iV*- (10-28t)ir'«-.(20+12t)a?'^Va+4tV* ' 

Es halte dieser Ausdruck aus dem Werthe von cos am (4 + 1 ) i/ abgelei- 
tet werden können, denn es ist 

cos am (1 + 4 i) u = cos am (4 — i ) iu es ^^^^^a ^ . 

^ -' ^ ^ cosam(4 — Om 

Es ist also cosam(l'4-4i)u der inverse \Yerlb von cosam(4'4-i)t/» nachdem 
darin — z statt +/ gesetzt worden. 
Die Gleichung: 

:r'"+ (12 - 20 i)a;'"- (10 - 28zV^- (20 + 12i)a7'^+(l + 4i) = 

hat diejenige Form, mit welcher sich Eisenslein in seinem Eingangs citirten Auf- 
sätze beschäftigt und von welcher er beweist, dass sie ^a?''*(mod(l+4i)) ist. 
In der That kann man sie wie folgt schreiben : 

a:'"- (1 + 4/)(4(l + i)x'''- 2(3 + 2z)a?'« + 4(1 - i>'* - 1) = p . 
Danzig, im Juni 1853. 
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22. 

lieber den inducirten Magnetismas eines 
unbegrenzten Cylinders von vreichem Eisen. 

(Von Herrn O. Kirchhoff, Professor an der Universität zu Breslau.) 



JLlie Gleichungen, auf welche die von Poisson aufgestellte mathemati- 
sche Theorie des in v^eichem Eisen inducirten Magnetismus geführt hat, sind für 
den Fall, dass der Eisenkörper ein Rotations- Ellipso'id ist, von Neumann in 
{Crelle^s Journal Bd. 37.) allgemein aufgelöset. Ein unbegreniter Cylinder kann 
als ein Rotations-Ellipsoid mit unendlich grosser Excentricität betrachtet werden ; 
die Reihen -Ent Wickelungen von Neumann verlieren aber ihre Anwendbarkeit, 
wenn man in denselben die Excentricität unendlich gross setzt, ausser in dem 
Falle, dass der Mittelpunct der magnetisirenden Kräfte in unendh'cher Entfer- 
nung liegt. Es soll hier die Losung jener Gleichungen für einen unbegrenzten 
Cylinder unter der Annahme ^ dass die Mittelpuncte der inducirenden Kräfte im 
Endlichen liegen, auf einem andern Wege entwickelt werden. 

Nach der Theorie von Poisson finden für jeden Punct eines Eisenkor- 
pers, der durch Vertheilung magnetisirt ist, die beiden Gleichungen: 

1) = f^+ 9 -H C/ 

Statt. In demselben bedeutet V das Potential der magnetisirenden Kräfte, k 
eine von der Natur des Eisens abhängige Coustante, xp eine Function welche den 

magnetischen Zustand des Korpers dadurch bestimmt, dass f^ fT j k-^ ^ k ^ 
die magnetischen Momente, bezogen auf die Volumen -Einheit, in dem Pnncte 
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find, Welcher x, y, z zu rechtwinkligen Coordinaten hat; ds ist ein Element der 
Oberfläche des Eisenkorpers, N^ ein unbestimmtes Stück der nach Innen gerich- 

teten Normale von ds, -^ der Werth des nach JVi genommenen Differential- 

quotienten von 9 für JVi =0» e die Entfernung des Elements J5 von dem Puncte, 
aufweichen sich U bezieht; die Integration endlich ist über die ganze Oberfläche 
des Korpers auszudehnen. Hat man diesen beiden Gleichungen gemäss 9 be- 
stimmt, so stellt der Ausdruck für U in der Gleichung (2)^ sobald man in ihm 
unter e die Entfernung des Elements ds von einem äusseren Puncte versteht, das 
Potential des magnetisirten Eisenkorpers in Beziehung auf diesen Punct dar. 

Ich werde die Gleichungen (1 und 2) zunächst auf eine andere Form 
bringen^ die ihre Losung in dem gegenwärtigen Falle erleichtert. 

Nach einem von Gauss bewiesenen Satze kann jedes Potential von Mas- 
sen, die ausserhalb eines begrenzten Raumes liegen, bezogen auf einen Punct in 
diesem Räume, als herrührend von Massen auf der Oberfläche desselben betrachtet 
werden« y und 9 sind Potentiale von Massen, die ausserhalb des Eisenkörpers 
liegen; sie sollen als von Massenvertheilungen auf der Oberfläche des Korpers 
angesehen werden. Bezogen auf einen äusseren Punct sollen f^ und 9 die Po- 
tentiale von denselben Massenvertheilungen auf der Oberfläche bedeuten. Be- 
zeichnet N^ ein unbestimmtes Stück der nach Aussen gerichteten Normale von 

ds^ und g-^ den Werth des nach Na genommenen Differentialquotienten von 

9 für A^a = O9 so ist die Dichtigkeit der Masse, von welcher 9 herrührt, in dem 
Elemente ds: 



^JL.f^ 



8 



Na)' 



in \dNi ÖiV; 

Die Dichtigkeit der Masse, von welcher f^ herrührt, ist mit entsprechender Be- 
zeichnung: 

_2. /ÖF ÖF 



:)■ 



Ferner ist V ein Potential von Massen, die auf der Oberfläche liegen, und deren 
Dichtigkeit in dem Eleroeute ds, 

ist; die Dichtigkeit der Massenvertheilung auf der Oberfläche, deren Poienüal 
f^H-9 + £/ ist, ist daher: 

Crtllt't Jonnal f. d. M. Bd. XLVIll. H^fl 4. 47 
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1 c&y 






Da das genannte Potential für alle Puncte des Eisenkörpers = ist^ so muss 
diese Dichtigkeit für alle Puncte der Oberfläche verschwinden ; d. h. es muss für 
alle diese Puncte die Gleichung : 

/Q\ -^ »y ., - .V ö<p Ö<3P Öy 

^'^•>' ÜNi'^^bNl'^^^ "*" *'''^) ÖiV,"*" ÖiV,"*" ÖiV: = " 

Statt finden. Diese Gleichung gilt zunächst nur für den Fall, dass der Eisen- 
körper ein endlicher ist; doch lässt sie sich auch auf einen unbegrenzten Cylin« 
der anwenden y sobald die Kräfte , durch welche derselbe magnetisirt wird , von 
Polen ausgeben, die in der Endh'chkeit liegen. 



§•2. 

Um für den bezeichneten Fall aus der Gleichung (3) 9 ermitteln zu kön- 
nen, sollen zuerst Entwickelungen für ein Potential von Massen abgeleitet werden, 
die auf der Cylinderflächc liegen, dessen Werth in dieser Fläche gegeben ist ; in 
Beziehung auf einen inneren und auf einen äusseren Punct. 

Es seien x,y,z die rechtwinkligen Coordinaten eines Puncts in Beziehung 

auf ein Coordinatensystem, dessen o? Axe die Axe des Cylinders ist, und es sei f^ 

das Potential in Beziehung auf diesen Punct. Soll angedeutet werden , dass das 

Potential sich auf einen Punct innerhalb oder ausserhalb des Cylinders bezieht, 

so soll dem F der Index 1 oder a beigefügt werden. 

Es ist 

yy 9^V 8]MF _ 



oder, wenn man 



»«•^8y* ^ bz' 



y ^=: rcos& 5 ;s = rsin^ 



setzt : 



(4-) Bx^'^ 9r* "*"r'ör"*" r*'9i?« " *• 



Es handelt sich darum F^ so zu bestimmen, dass es innerhalb des Cylinders die- 
ser partiellen Differentialgleichung genügt, und für die Oberfläche in eine gege- 
bene Function von x und & übergeht ; desgleichen Fa so zu bestimmen, dass es 
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ausserhalb des Cjlinders derselben Gleichung Genüge thut, und für die Oberfläche 
derselben Function von x und ^ gleich wrrd. 

Eine particuläre Losung der Gleichung (4) ist folgende: 

V = ^^ cos m& + W^ sin md^ , 

wo rn eine ganze Zahl sein soll, fVm und PV'^ Functionen von x und r bedeu- 
ten, die der Gleichung 

genügen. 

Man kann setzen : 

TV^ = T^m{ßnm . tos nx + f/„^ . sin nx) 
PV'^ = r„^(G'„^.cos/i^-l-Ä^^.sin/ix), 

wo 71, G^, f/,mi> G'nm^ H'nm willkührüche Constanteu sind und T^ eine Function 
von r ist, die der Gleichung: 

/C \ ^Tn :n ^ 1 dT„,n /»»* . ^ T* A 

(5.) "Ä^ •*■ 7* -^— Vr^"*- '»V TU = 

Genüge thut. 

Ist ^„Xq) eine Function von q, welche die Gleichung: 

(^•) 9"57^ + (^ + 1) -^ — 'S». = 

erfflllt^ so genügt man der Gleichung (5) durch: 



-* nin — ' • ^m \ 4 / * 



Das allgemeine Integral der Gleichung (6) ist von Kummer in diesem Journal, 
(Bd. 17, S. 229), in folgender Gestalt angegeben: 

hier sind a und b die willkührlichen Constanten, und die Function i|; wird durch 
die Gleichung: 

iKa,e) = 1 + li ^ ^a--J?-l7i:2"^ «.« + !.« + 1.2:3 + ^^^• 

47* 



352 23« KirehJujff'y %mr Tkeorie da Mägnetiimut. 

definirt. Ich setze 
dann ist 

ein particuläres Integral der Gleichung (5)» und zwar ein solches, welches für 
Q = 00 unendlich gross wird, und für 9 = endlich bleibt, oder verschwindet. 
Kummer zeigt a. a. O., dass die Gleichung (6) auch durch : 


erfüllt ¥nrd, und er findet für den Werth dieses Integrals: 

(7.) =/7(-m-l)a|^(l+m,9) + /7(m-l)9— aP(l-m,9), 

# 

wo 17(2) die von Gauss in seiner Abhandlung ^^circa seriem, infinitam^ in 

den. Coniment Goetting. vom Jahre 1812, betrachtete Function bedeutet 
Der Ausdruck (7) soll durch 

Q-.(<?) 

bezeichnet werden ; dann ist auch 

ein particuläres Integral der Gleichung (5) und zwar ein solches, welches für 
r = unendlich gross wird, aber für r = od verschwindet. 

Der Ausdruck (7) stellt sich, wenn m eine ganze Zahl ist, welcher Fall 
hier gerade in Betracht kommt, in einer unbestimmten Form dar. Man findet 
seinen Werth, indem man in ihm m + £ statt m schreibt ^ wo t eine unendlich 
kleine Grosse ist. 

Setzt man, mit Gauss: 



d\ogn(%) 



und benutzt die Gleichungen : 



77(z + l) = (z+l)./Z(z) , 17(0) = 1; 
so ergiebt sich : 
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und, wenn m nicht s ist: 

yZ(m + e - 1) « 1.2 ... m- 1 [1 + £.t|;(0)]. 
Dabei ist: 

a|>(0) = -0,577 2167. 

Ferner findet man: 

a|>(l-|- m + c,^) 

S I 1 l_ _l 1 ^_l_ ) 

■K\\l "»-«»W— *"-«,_!. l"*-„_l.,»_2. 1.2 •••■^m-l.in-2...2.1.1.2...Jii-2.«-l 

■*'(i.2...«-i)««|7W+'"'<?)+<?,rirf7i-*-?«+i.«+2.i.2 

"*"?' « + 1.111 + 2. « + 3.1.2.3"*" 5* 

Endlieh ist '. 

Substituirt man diese Werthe in den Ausdniek (7), so findet sich: 

Q-(g) = ^-^-^-ig'"KirAjr-^ «-.i.«l2.i.2 - 

(- ir-»p-' 



-l.m-3...3.1.1.2...m— 2.m~l 



I * , 1 * , t I I I 1 * . * . l j.lj. 1x1 

m+1 "*" ' ^ m+l'^in+2"^ '^* i, w+l'*"«*+a'*'m+t^*'^»^» 

•?« + !. 1"*"* m + l.« + ;2.1.2 "^"^ «+!.« + 2. « + 3.1. 2.3"*""! 

-»■ li^Pa|,(0) - Iog,?]a|,(l + m , ,?). 
Für den Fall m = 0, hat man: 

jZ(_,_l) = _i + ^(0), 
ZZ(e-l) = + 7 + a|»(0), 
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• • •( 



daraus folgt : 

öo(9) = 2 Jq ji 4- Q^^-j^^ + (j^^f^^ 

Es giebt für Q^Cq) eii^e einfache semicom^ergerUe Reihe, die nach fal- 
lenden Potenzen von 9 fortschreitet, und die hier beiläufig angeführt werden 
mag. Kummer hat in der angeführten Abhandlung gezeigt, dass 

uod dass 

(i+»y =g(«-l)«-°{l~ri+ ixir elc.| 

ist. Setzt man in der zweiten Gleichung: 

und verbindet sie mit der ersten, so erhält man : 

n / ^-1/^ -^ .-»y^li ('--tut») , (l-4iii»X9-4m^) (U4m»X9-4iit»)(25-4m^), ) 

V-W — »^^.p .^ j^"i.i67(^"*" i.2.(i6)/i>)» " i.2.3.(i6Ke)' "*'•)• 

Es wurden die beiden folgenden particulären Integrale der Gleichung (4) 
gefunden : 

-J") (G-m COS » X + H„„ sin « x) 



un( 



+ sin m ^ r"' F"" (*^) (G'„„ cos n x + H'^ sin » x) 
F = cosrnt^r^Q™ (^)(7„„cosnx + Ä;,„siiinx) 

-4 - ) (/'»»- cos n X + /JT'^ sin n x) , 
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wo die neu eingeführten Grössen /„^ , Knm 9 I'nm j K'^m willkührlichc Constan- 
ten bezeichnen ; das erste Integral wird = X für r = cc 9 und nicht = OD ilir 
r = 0; das zweite wird = oo für r = und verschwindet für r = od . Von 
jeder dieser Lösungen kann in Beziehung auf n das Integral, in Beziehung aufm 
die Summe genommen werden; man kann setzen: 



V- = 2m cos m &Jr"^Pn ("i") (^»^ W ^^^ ^^-^ f^m («) sin n x) dn 



2^ sin m ß^Jr^^P^ \"4~/ ^^ *» ^^^ cos n ;r + H^^ (n) sinnxjdn 



Vn = 2^ cosrri&Jr^Q^( -j^)(I^(n) COS Tix-hK^^n) sin rix) dri 



o 





+ JS^ sinm*yr"Q„(-T-j(/'^(fi)cosfia7 + A''„(fi)sin/iir)(/n 9 

falls sich zeigen lässt^ dass die Functionen von n: G^^ H^^ G'^^ H'^ 9 ^my ^my 
I'm j ^'m sich so bestimmen lassen, dass die Ausdrücke von Vi und V^ einer ge- 
gebenen Function von x und & gleich werden, wenn man in ihnen für r den 
Radius des Gylinders setzt. 

Es sei R der Radius des Gylinders, V die Function von x und ß-, in 
welche Vi und Va f&rr = R übergehen sollen. Mit Hälfe des J'o£ir/(er''schen 
Satzes lässt sich V auf folgende Form bringen: 

V = 2^ cosmd' Ji^m {^) cos nx-h B^ (n) sin n x) dn 

(8.) i 

2m sin m d-Ji^A'^ (ji) cos nx-h fi'„ {n) sxnnx) dn . 

1 

Ist dieses geschehen, und nimmt man die Werthe von G^(n) , H^{n) u. s. w. 
aus den Gleichungen: 

Ijn(ßl _ K^n) _ r^^ _ K\n(n) _ i 

so wird der gestellten Forderung genOgt. 
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Hat man daher die Functionen ^m(n) 9 Bm{n) , A*Js/i) 9 ^m(^) ^^r 
Gleichung (8) gemäss bestimmt, so ist: 

Vi = Jgtai cosmi9' I /n«A*v Mm C^) cos n a? 4- £,.(n)sinnj;)Jn 

-JS^smmi9- I ^ ,, ^^.jtv (^'^(n)cosyia:-^g^^(n)iinrij:)c//i, 

(®v <und: 

^ / ||7jt^ (^m(/>)cosna;-»- B^(n)sinyiJ?)Jn 



f^a = -2^ cos /W 




-»- JSV" sin m ^ I ■rj^(A'„(n)cosnx+B'^(n)nnnx)dn. 

§.3. 

Es sollen jetzt die gefundenen Entwickelungen benutzt werden, um aus 
der Gleichung (3) 93 zu bestimmen. Bei dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dass 
sowohl V als 9 als Potentiale von Massen dargestellt sind, die auf der Oberfläche 
des Cy linders liegen. In Beziehung auf f^ wird diese Bedingung durch die in 
(9) aufgestellten Ausdrücke erfüllt; sie wird auch in Beziehung auf 9 erfüllt, 
wenn man, entsprechend 



(p. = 2m cosm 



t 



/ 



ttri 



Sm sin r/2 



1 



(10.) 



/ 



4 



cpa = 2« cos m ^ I ■ ^ ,»5A'v(^'". C'») co*nx + D„ (n) siu nx)dn 

• c/o «"■Q«.(-4-) 



r»»r' 
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setzt, wo C^(n) , D^(n) , C^m{ri) , D'^(ji) Functionen bedeuten, die eben 
durch die Gleichung (3) ihre Bestimmung erhalten sollen. 
Man hat: 

öiVi "" ~ 8r » öiVi — ~ öT 

ÖF _ ÖF, Ö^ _ öga 

eiV« *- 8r > 8iVa — 8r ^ 

wenn man auf der rechten Seite dieser Gleichungen r =^ R setzt; es ist daher: 

g]y; = — 2>» cos/n ^ I g-g (-^«,(/i;cosna?+ £^^(n;sin/iar)r//i 

8log(lt"'P^(^')) 



— 2^ sin m 1?^ I ^ — ~ — (^A'^ (n) cos x + jB'^ (/i) sin n a:) rf/i 

* t/o 

und 

ÖF . /"ÖlogCÄ-Q^C^)) 



= 2"» cos/wti?' I 8fl (■/^»(»)cosna;-4-.gm(n)sinna;)</y» 




r«»«». 



2> siiimiS' I gj^ (y^'„(/»)cos/ia; + 5'„(n)$in/»a:)/i/i, 



Aus diesen Ausdrücken erhält man die Ausdrücke für g^ und ä^ > wenn man 

statt der Buchstaben ^ ^ B die Buchstaben C y JD setzt. Substituirt man diese 

Werihe in die Gleichung (3), so zeigt sich, dass dieselbe identisch erfüllt wird, 

wenn man : 

G,(n) __ D„(n) _ Cm(n) _ lymQO 
AJjt) ~~ fi»(ii) — JfJjD ~~ Wjin) 

81og(fl-9„(!^^)) _ 8log(/t''f „(^)) 
9R 8Ä 

81og(R->Q„(=^*)) eiog(Ä«P„(^)) 
8« <!+*«*> 8Ä 

macht. Führt man in diesen Ausdruck 

Crelle>« Jonnal f. d. M. B«L XLVIIL Heft 4. * 4S 
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ein, so wird derselbe 

1 



l-\nh ^g ^ 

Nun genügen Pm ((>) und Qm (c) der Differentialgleichung (6) ; hieraus ergiebt 
sich leicht: 

« 

WO c eine von q unabhängige Grosse bedeutet. Man findet dqp Werlh dersel- 
ben, wenn man q als unendlich klein voraussetzt. Unter dieser Annahme ist, 
nach den im vorigen Paragraph Aber Pm(&) und Qm(9) gemachten Angaben: 

Für m ^ ist aber: 
hieraus ergiebt sich: 



al 



so 



C^(n) I)^(«) C'^(«) iy«(n) 

^«(«) " -ßm(n) " ^'m(«) " A«(») 

1 



(12.) / , *^^''* 1.2...m 
und 
Co(«) _ D,_(n) ^ CV») ^ ^00 
^o(n) " B.(n) " i«'«(n) '^ B'o(n) 
__ I 
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Durch die Gleichungen (12, 11) und die erste der Gleichungen (10) ist die 
Function q) für. alle Puncle im Innei'n des Eisenkorpers, und dadurch der mag- 
netische Zustand desselben bestimmt. 

Es ist von Interesse, auch das Potential des magnetisirten Eisenkörpers In 
Beziehung auf einen äusseren Punct, d. b. die Grösse {/^^ zu*ermitteln. Wenn 
^ und 9 als Potentiale von Massen dargestellt sind, die auf der Oberfläche des 
Körpers Jiegen (wie es im Früheren geschehen ist), so findet die Gleichung : 

i K + Va-^üa^O; 

Statt. Daraus ergiebt sich leicht: 

/••rmQ«(=^) 
Ua= 2^ cosrnd- I i|^> (Em (n) cos nx +FmCn) sin nx) dn 

t/o Ä^Qm(-^) 

+ 2m aiom& I ^,^, (EfJift) cos n x -^F'm{n) sin n o;) <in, 

-^mC") -ö»(«) ^'«(«) ß'mW 

_ ^^* 1.2...CT 

1 -H 27tAr I o *« 

wo () wiederum den in der Gleichung (11) angegebenen Werth hat. 



(13.) 



§.4. 

Die aufgestellten Formeln sind nicht gültig, wenn die Kräfte, welche den 
Eisencylinder magnetisiren , ganz oder zum Theil von einem elektrischen Strome 
herrühren, der den Cylinder umkreiset. In diesem Falle haben die Integrale, 
welche nach dem JFoiiriier'schen Satze den mit ^, £9^', B' bezeichneten Grössen 

48* . 
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gleich sind, keine angebbaren Werthe, weil das Potential P" nicht für o? = — CX) 
und a? = + 00 verschwindet. Das Potential eines geschlossenen electrischen 
Stromes y dessen Intensität nach electro- magnetischem Maasse = 1 ist, ist gleich 
der Fläche, welche der Kegel, der zur Spitze den Punct hat, auf den das Poten- 
tial sich bezieht, tinc^ der. durch die Stromcurve geht, von der Kugelfläche aus- 
schneidet, die um denselben Punct mit dem Radius 1 beschrieben ist Man kann 
nach Willkür den einen oder den andern der beiden Theile, in welche die Kugel 
durch den Kegel zerlegt wird, als das Potential ansehen ; nur muss man beachten, 
dass das Potential sich stetig ändert, wenn de; Punct aufweichen es sich bezieht, 
seine Lage stetig ändert. (VergL Neumanns Allgemeine Gesetze der inducirteo 
electrischen Strome; Abb. der Berl. Ak. 1845. p. 73). Es folgt daraus, dass. 
Wenn ein Strom von der Intensität 1, der den Cylinder einmal umfliesst, beim 
Magnetisiren mitwirkt, das Potential F* so angenommen werden kann, dass es für 
jF = — OD verschwindet, dass es dann aber für o: = H- ao den Werth47r erhält. 

Es soll jetzt gezeigt werden, wie in einem solchen Falle der magnetische 
Zustand des Cjlinders und seine Wirkung nach Aussen sich ermitteln lässt. 

Es möge das System von Korpern, von welchen die magnetisirenden Kräfte 
ausgehen, als verschiebbar in der Richtung der a:Axe betrachtet werden, und es 
sei 4 die o; Ordinate eines mit diesem Systeme fest verbundenen Puncts. Alsdann 
werden V^ 9 und U Functionen, nicht bloss von o*, r und &, sondern auch von 4 
sein. Differentiirt man die Gleichungen (1 und 2) nach £> so erhält man Glei- 
chungen, die sich von diesen nur dadurch unterscheiden, dass ^, 9 und U durch 

bV b(p , bü . , ^ r 1 1 8^ 1 « • I J 

8¥ ' 8£ ^ di ^^^^^^^ ^^^^' Daraus folgt, dass, wenn g?- das Potential der 
magnetisirenden Kräfte ist, -^ diejenige Function ist, deren Differentialquotien- 

ten die magnetischen Momente im Innern des Cylinders bestimmen, und -^ das 

Potential des magnetisirten Cylinders in Beziehung auf einen äusseren Punct. Es 

ÖF 
verschwindet aber g|- sowohl fflr x = — oD als fflr j? 3= + od , auch wenn die 

Kräfte, deren Potential /^ ist, von electrischen Strömen herrühren ; daher können 
die im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln benutzt werden, um -^ und 

-T^ aus gT zu finden. Bestimmt man die Functionen ^jB^ A\ B' so^ dass die 

Äw 

Gleichung erfüllt vrird, in welche (8) übergeht, wenn man y durch g?- ersetzt, io 

ort) ÖI7 

sind die in (10 u. 13) für 9^ und IJa aufgestellten Ausdrücke = -gT und i=-g7^* 
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Die Grossen f^, 9, U sind aber Functionen von a: — 4» est ist daher: 



6F 


8F 8y 


8F 


8J7 


817 


öl "■ 


"8x ' 8|"" 


8« ' 


ö| " 


8x 



— ÖF 

Ersetzt man also in (8) f^ durch g—, so geben die in (10 und 13) für 91 und I7a 

aufgestellten Ausdrücke die Werthe von -^ und q-^. Aus diesen erhält man 

durch Integration 9^ und Ua selbst. Die hierbei eintretenden Constanten der 
Integration können Functionen vonVund^ sein. Um den magnetischen Zustand 
des Cylindei's und seine Wirkung nach Aussen zu ermitteln, ist es nur nothig die 
Differentialquotienten derselben nach r.und & zu kennen; diese werden dadurch 

bestimmt, dass -^ $ -j^ $ -^ » -^ für x = db oo verschwinden müssen. 



§.5. 

Es* soll der Fall näher untersucht werden, wo die magnetisirenden Kräfte 
von einem Kreisstrome herrühren» dessen Mittelpunct in der Axc des Cylinders 
liegt, und dessen Ebene senkrecht auf dieser Axe steht. Der Strom habe die In- 
tensität 1 und den Radius s\ der Miltelpunct d^esselben sei der Anfangspunct der 
Coordinaten ; dann ist für r = : 

also 

Bedeutet/(a?) eine Function, für welche /(— x) :=z/(+x) ist, so hat man nach 
dem jPoi/r/Vr 'sehen Satze: * 

f(x) = "^dn . cos nxf da . cos na ./(a) ; 

8F 
die Function -^ genügt der ftlr/(ar) ausgesprochenen Bedingung, daher ist für 

r = 0: 



8F j I , is^da.cosna 
jrz = ^f (in.cosnxf tt rp> 
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oder, wenn man ^a vor a schreibt: 



d 
d 



/•• /»OD 

V M I 1 I da.cosnsa 

- = 4 / rf/i. cos/M?/ -T-— 1^. 



Das nach a zu nehmende Integral kann man auf das Integral : 



leospa.da 



zurückfuhren, und dieses lässt sich auf folgende Weise finden : 
Es ist : 






also , wenn a' = l + a' gemacht wird : 



mithin: 






f- 



cospa, da 2 /^«» , /"" _»i,» i 

i/n + ««1 '^ v;i'<^ ^ dxl cos pa.e-"^ Ja 



J Va + «*) »'«.0 ' "^J 



1 -4 



y 



oder^ wenn man y^ =: u setzt: 



A>' 



Jjf^e-.e ^Va, 



oder. endlich bei der in (§. 2.) gebrauchten Bezeichnung: 



ß 



coapa.da '->* 



Statt dieser Gleichung kann man auch 



/. 



cos ada j 



e.(f) 



schreiben, Differentiirt man nun nach p^ so erhält man: 
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oder, wenn man 

(15.) ^' - o-.w 



df 



setzt : 






Der Gleichung (14) zufolge ist daher für r = 0: 

^ « -- 4yc?/icos/M7 • -j- Co V"4"/- 
Für ein unbestimmtes r hat man aber nach der ersten der Gleichungen (9): 



n^r^' 



die Vergleichung dieser beiden Ausdrücke zeigt, dass: 

^.(„)=-4P.(=y?)-^e'.(=T)- 

Setzt man , entsprechend der Gleichung (15) : 

de - Po w- 

fo erhält man aus den Gleichungen (10, 11, 12 und 13): 



8^, _ f 'än.cosnxP^ {-^-) • -p) <?.'(-j-) 



,,,, ö.„ ,, , r ^.cosn..(>.(y).Po("^>^-.Po-("-y).y.Q;(y) 

Ich füge noch folgende Bemerkung hinzu. 

OFi 
Aus dem für Ao{^) gefundenen Werthe folgt, dass — |-g- dem bestimm- 
ten Integrale 

/3/I cos r^a . Po(x) • V öo' ( V") 
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gleich ist; dieselbe Grösse lasst sich aber auch dhrch elliptische Integrale ausdrOk- 
ken. Thut man dies, so erhält man den Werth dieses bestimmten Integrals durch 
elliptische Integrale ausgedrückt. Betrachtet man statt des Potentials eines Kreis- 
stromes das Potential einer Kreislinie, die auf der anziehenden Masse gleichmäs- 
sig vertheilt ist, so gelangt man auf ähnliche Weise zu der Gleichung 

Bei* der Ableitung dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dass5>*rist; sie 
gilt auch nur unter dieser Voraussetzung, da das Integral auf ihrer linken Seite 
keinen angebbaren Werth mehr hat^ wenn $ <,r ist. Es gebt dies aus der fol- 
genden Betrachtung hervor. 

Für ein unendlich grosses q ist: 

VQ 

und daher für ein unendlich grosses n: 

n — V 4 yv^V 4 / l/(r*) n^ 

dieser Ausdruck verschwindet » wenn s7>r, er wird aber unendlich gross, wenn 
j < r ist. 



$.6. 

Liegen die Mittelpuncte der magnetisirenden Kräfte in unendlicher Ent- 
fernung, so sind die hier angegebenen Entwickelungen nicht anwendbar. Aber 
in diesem Falle lässt sich der magnetische Zustand des Cylinders finden , indem 
man ihn als ein RotationsEllipsoid mit unendlich grosser Excentricität betrachtet. 

Ein Ellipsoid wird durch Kräfte » die für alle seine Puncte gleich sind, 
gleichmässtg magnetisirt, d. h. so, dass die magnetischen Mometite, bezogen auf 
die Volumen -Einheit, constant sind. Bedeuten a, ß^ y diese magnetischen Mo- 
mente, sind ferner die Haupt -Axen des EUipsoids die Coordinaten - Axen und 
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a^b,c die Gomponenten der magnetisirenden Kraft, so ist, wie Neumann ge- 
zeigt hat: 



ha 



(17.) 



iX -^ 


l+A^«» 


/3 = 


kh 


l + *ß«» 


rt ■ ■ 


ko 


y — 


l + iC«» 



WO ^,jB^,C^ gewisse, von den Verhältnissen der Haupt- Axen abhängige, Grossen 
bezeichnen. Für ein Rotations-Ellipso'id hat Neumann die Werthe dieser Grossen 
aufgestellt ; führt man in diese Werthe die Bedingung ein ^ dass das Ellipsoid 
ein unbegrenzter Gylinder sei, dessen Axe die a7Aie ist, so erhält man: 



fiir den Gylinder ist daher: 



a = ka 

* 

kb 



ß = ~i 



2nk 



_ kh 
y—\^2nk' 

Kennt man den magnetischen Zustand, in welchen eine Eisenmasse durch 
Kräfte versetzt wird, deren Mittelpunct in unendlicher Entfernung sich befindet^ 
so ist man im Stande, die magnetischen Momente derselben Eisenmasse anzuge- 
ben für den Fall , dass sie durch irgend welche Kräfte magnetisirt ist. Man ge- 
langt hierzu durch Anwendung folgenden Satzes : 

Das Potential einer Eisenmasse, die magnetisirt ist durch ein System I, in 
Beziehung auf ein System II, ist gleich dem Potential derselben Eisenmasse, wenn 
sie magnetisirt ist durch das System II, in Beziehung auf das System L 

Dieser Satz lässt sich wie folgt beweisen. 

Es sollen V^^ (p^, l/^, die drei Grossen J^, 9, U für den Fall bezeichnen^ 
dass die Eisenmasse durch das System I magnetisirt ist, ^2,9,, 1^2 dieselben Gros- 
sen für den Fall, dass das System II den Magnetismus hervorruft. Das Potential 
der durch I magnetisirten Eisenmasse in Beziehung auf einen äusseren Punct ist 
dann: 

ds B(p 



£/=-*/ 
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wo r die Entfernung des in Rede stehenden Puncts von dem Elemente der Ober- 
' fläche, ds^ bedeutet; das Potential der Eisenmasse in Beziehung auf das System II, 
welches durch üy^^ bezeichnet werden mag, ist daher: 



C/l^2 = ^ \(is. 



^^ BNi' 



wo f^2 3uf den Ort des Elements ds zu beziehen ist. 

Für alle Puncte der Eisenmasse, also auch für ihre Oberfläche ist aber: 

daraus folgt: 

Substituirt man In diese Gleichung: 



U, 



-f- 



wo ds' ein zweites Element der Oberfläche, JV/ die Normale desselben und e die 
Entfernung der beiden Elemente ds und ds* bedeutet, so erhält mau : 

U ^kfdsa>'^-pff—'^-^; 

der Ausdruck rechts in dieser Gleichung ändert seinen Werth nicht, wenn man 
die Indices 1 und 2 vertauscht, denn es Ist 






weil (pi und 92 Potentiale von Massen ausserhalb des Eisenkörpers sind; hieraus 
geht die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes hervor. 

Dieser Satz soll nun auf den Fall angewendet werden, dass das System 11 
ein Magnetpol ist, der unendlich entfernt liegt. In diesem Falle ist 

^2 = — (ax + Äy + cz) 

zu setzen y wo a, b, e die Gomponenten der Kraft bedeuten, die der Pol ausübt; 
es wird also : 

C^i,a = kjds{ax + Äy + cz) ^-^ 

= 0^/ (is.x^ ^+bkjds.y^^+ckjds.z*^^; 
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Die Coefficienten von a^b, c rechts in dieser Gleichung sind die negativ genom- 
menen magnetischen Momente des Eisenkörpers, wenn er durch die Kräfte, de- 
ren Potential V^ ist, magnetisirt ist; bezeichnet man diese Momente durch i|. 
Ml, lYij und beachtet, dass sie unabhängig von ö, ä, c sind, so erhält man: 

•^» — ~ 8o 
Nach dem vorausgeschickten Satze ist aber: 



t7,.,=-A/j^.^,.|^.. 



oder auch^ wenn man durch ch ein Element des Volumens des Eisenkörpers be- 
zeichnet* 

Substituirt man einen dieser beiden Werthe von Ui^2 in die Gleichungen für £|,* 
Ml, IV^, so erhält man diese durch 91 ausgedrückt; welches als bekannt voraus- 
gesetzt ist. Bei der Ausführung der Differentiationen nach a^ b^ c verschwinden 
diese Grössen aus der Rechnung, da /^^ unabhängig und 9, eine Hncare Function 
von ihnen ist. 

Für ein Ellipsoid, dessen Haupt -Aien die Coordinaten-A'xen sind^ ist: 

€Lx hy c% ^ 

daraus ergiebt sich — wenn der Index 1 jetzt weggelassen wird : 



L = -~ 



* C 97 






Diese Ausdrücke sind identisch mit denen, welche Neumann auf eine andere 
Weise hergeleitet hat, 

49* 
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Für den unbegrenzten Cyliqder werden die Ausdrücke für die magneti- 
schen Momente folgende: 



(18.) < M 



— ~ 1 + 2«*^""^^' 

^ = - lT2^J'^*'S- 
Die erste dieser Gleichungen lässt sich folgendermassen schreiben : 

wenn man durch V und V^^ die Werlhe von V für o? = OD und x = — oo 

OD 

bezeichnet. ' Rührt V nur von Magnetpolen her, die im Endh'cben hegen, so ist 
V^ = V^^ = 0, also auch L = 0; ist der Cylinder durch electrische Ströme^ 
die ihn umkreisen, magnetisirt^ so ist, welches auch die Gestalt der Stromcur- 
Ten sei: 

*W0 / die liitensität der Strome und ri die Zahl der Windungen bedeutet, in wel- 
chen dieselben um den Cylinder geführt sind. Es wird dann also: 

wo JR wieder den Radius des Cylinders bezeichnet. 



§•7- 

Der durch die Gleichungen (10, 11 und 12) bestimmte Ausdruck von 91 
vereinfacht sich sehr, wenn man den Radius des Cylinders, 12, unendlich klein 

setzt. In diesem Falle wird 9, d.h. ""^pt unendlich klein; die Gleichungen (12) 
geben dann für jedes m, ausser für m = 0: 

CM Dm(ii ) fTmCn) ^ jy.,(n) 1 

^-.(«) * fi«(n) "■ T:M ^^^ " ■" l+2;i* 
und 

Co(n) A(n) CM 1/0(11) 

Mn) " Äo(«) " ^M " ß;(n) "" ^- 
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Bezeichnet man das dem m =,0 entsprechende Gh'ed der in (9) gegebenen Ent- 
Wickelung von Vg mit f^^\ d. h, setzt man 



].fv^d&=^v?\ 



2-0 



50 giebt der in (10) aufgestellte Ausdruck fürg)i: 

(19.) ^, ^^'-h^^k' 

Diese Gleichung ist zunächst nur für den Fall bewiesen, in welchem die Glei- 
chungen (9 und 10) gelten, d. h. für den Fall, dass der Cylinder durch Magnet- 
pole, die in der Endlichkeit liegen, magnetisirt ist. Aber auch wenn ein elektri« 
scher Strom, der den Cylinder umfliesst, bei seiner Magnetisirung mitwirkt, kann 
man sich der Gleichung (19) bedienen, um seinen Zustand kennen zu lernen. 
In diesem Falle ist nämlich : 

bx ~ öx l-H2;iArVda; ö«/" 
Durch'Integration nach x erhält man hieraus : 

die Grosse C muss hier von r und-^ unabhängig sein, da ""g^j g^" tind g^ für 

^ = =1= OD verschwinden, und für dieselben Werthe von x auch -^ und g^ 

verschwinden sollen ; daher wenn die Grösse C auch nicht = ist, hat ihr 
Werth doch keinen Einfluss auf die Differentialquotienten von g)/, die allein den 
magnetischen Zustand bestimmen. 

Mit Hülfe der Gleichung (19) lassen sich leicht die magnetischen Mo- 
mente des ganzen Cylinders berechnen; man gelangt dann fflr den hier betrach- 
teten Fall zu den halben Ausdrücken, die in (18) angegeben sind. 

Rühren die magnetisirenden Kräfte von einem kreisförmigen elektrischen 
Strome her« wie er in ($. 5) betrachtet worden ist, so wird die Wirkung des Cy- 
linders nach Aussen durch die Gleichung (16) bestimmt. Durch die Annahme, 
dass R unendlich klein ist, geht diese Gleichung in 



bx 



= 47tÄjR'ycr/i.cos7>a?.7J?Qo(^)^Ö'o(V-) 



370 22. Kirchhqff, %ur Theorie des Magnetismus. 

über. Hieraus lasst sich leicht der Ausdruck fär das Potential des magnetisirten 
Gylinders in Beziehung auf einen zweiten Kreisstrom bilden, dessen Mittclpunct 
in der Axe des Cylinders liegt, und dessen Ebene senkrecht auf dieser Axe steht. 
Es sei TV dieses Potential, der Radius des zweiten Kreisstromes sei = r, seine 
Intensität = 1, und o? der Abstand der Mittelpunctc der beiden Ströme; dann 
hat man, mit Rücksicht darauf, dass die Sumtne der Massen, deren Potential Va 
ist, verschwindet: 



r 



dx 



Da Qo(q) der Differentialgleichung genügt, die man aus (6) erhält, wenn man 
m = setzt, so ist : 

<?o((?) = ^?Q'.(?), • 

und daher 

2 y^V 4 / — rfi' 4 V^oV 4 /' 

also 

Hieraus folgt: 



Anhang. 

Die Grundgleichungen der Poissorischtn Theorie des inducirten Magne- 
tismus, nämlich die Gleichungen (1 und 2), können aus der Annahme hergeleitet 
werden, dass das magnetische Moment einer Kugel von weichem Eisen, bezogen 
auf die Volumen-Einheit, wenn die Kugel unter dem Einfluss einer für alle ihre 
Puncte Constanten Kraft sich befindet, gleich der Intensität dieser Kraft, multipli- 
cirt mit einer constanten Grösse ist. Die Versuche von IVIüller und TVeber ha- 
ben aber gezeigt, dass diese Annahme nicht zulässig ist, wenn die magnetisirende 
Kraft sehr stark ist, und haben zu dem Schlüsse geführt, dass die Grösse, die nach 
der Poisson%c\x^Ti Theorie constant sein soll, von der Intensität der magnetisi- 
renden Kraft abhängt, in der Weise, dass sie um so kleiner wird, je mehr die 
Kraft wächst. Ich will die Gleichungen ableiten, die bei dieser Annahme an die 
Stelle der Gleichungen (1 und 2) gesetzt werden müssen. 

Es seien a, /?, y die magnetischen Momente, reducirt auf die Einheit des 
Volumens, einer Kugel, auf die eine constante magnetisirende Kraft wirkt, deren 
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« 

Componenten Jf, T, Z sind. Wenn die Coencltivkraft des Eisens = ist, d. h. 
wenn der magnetische Zustand desselben allein von den Kräften abhangt, die in 
dem betrachteten Augenblicke auf dasselbe wirken, so muss die magnetische Axe 
der Kugel mit der Richtung der Kraft zusammenfallen; es muss daher 

a: ß':y = X:Y:Z 
sein, und folglich nach der gemachten Annahme: 

(20.) Iß = r/(yx^ +y^+z^ 

^y = z/{yx^+ r^^z"), 

wo /eine Function ist, die abnimmt, wenn ihr Argument wächst. 

Nun stelle man sich in einer beliebig gestalteten Eisenmasse, die magnetl- 
sirenden Kräften ausgesetzt ist, zwei concentrische Kugelflächen, «Sund S^ vor: 
beide unendlich klein, die zweite aber gegen die erste unendlich gross. In bei- 
den Kugeln können die magnetischen Momente, reducirt auf die Volumen-Ein- 
heit, als constant betrachtet werden ; die Kräfte, die auf die Puncte der kleineren 
Kugel von den magnetischen Molecülen, die zwischen den beiden Kugelflächen 
liegen, ausgeübt werden, heben daher einander auf. Die kleinere Kugel wird 
demnach in ihrem magnetischen Zustande durch die Kräfte, welche von Aussen 
her auf die Eisenmassc wirken erhalten, so wie von den Kräften, die von den 
magnetischen Molecülen dieser, mit Ausschluss der Kugel S\ ausgeübt werden. 
Alle diese Kräfte können innerhalb der Kugel S als constant angesehen werden ; 
man darf daher die Gleichungen (20) auf diese Kugel anwenden, wenn man un- 
ter X, jT, ^die Componenten clcr Resultante des genannten Kräfte versteht. Es 
seien a:,)% z die Coordinaten eines Puncts im Innern der Kugel S, V sei das Po- 
tential der äusseren Kräfte in Beziehung auf diesen Punkt, und (JQ, (l^)^ (^) 
seien die Kräfte, die von der magnetisirten Eisenmasse, mit Ausschl.uss der Kugel 
S\ auf denselben Punct ausgeübt werden; dann erhält man: 
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m 

Setzt man 

/» / 8 - 8 - 8 -\ 

(21.) ü = jdx'dy'dz'\a'^+ß'^+^^J , 

wo x', y*, z' die Coordinaten eines beliebigen Puncts der Eisenmasse , a', ß", r/ 
die entsprechenden magnetischen Momente bedeuten, e die Entferr.ung dieses 
Puncts von dem Pancte {pctj, z) bezeichnet, und die Integration über die ganze 
Eisenmasse auszudehnen ist, so ist, wie Poisson gezeigt hat: 

-, 8 (7+ CO 4» 

-^ = - 9« ^T« 

^= — Bir'*'TP 

oder, wenn man 9 durch die Gleichung 

(22.) F+U+q>-0 



Es wird daher: 



definirt : 

^ bq> in 

a 






Suhstituirt man diese Werthe in die Gleichungen (20), nachdem man dieselben 
auf die Form: 

i' = /5/. []/(«« + /3» + y») 
Z = y/:[K(a» + /S' + /)] 



und hieraus: 



22. Kirehhoff, zur Theorie des Magnetimtu. 373 

gebracht hat, so erhält man : 

|f = a[/.(]/(a' + /3« + y'))-¥] 
|^ = /j[/.(Ka' + ^ + /))-^^] 

,«=l-rf[V((if)V(if)V(if)')] 

Bezeichnet man den dem Puncte (pc^ j\ z') entsprechenden Werth von tf mit 
9>^y und setzt 

so erhält man aus (21) : 

(24.) v^j(^^-%y^%*yf'^F-ä^drd.!. 

Die Gleichungen (22 und 24) sind es, durch welche die Gleichungen (1 und 2) 
bei der jetzigen Annahme ersetzt werden mtlssen; sie werden mit denselben 
identisch^ wenn man F als constant betrachtet und ^^ k macht. Ist die Function 
F bekannt, und hat man aus (22 und 24) 9 bestimmt, so geben die Gleichungen 
(23) die magnetischen Momente im Innern des Körpers» und der Aufdruck für 
U in (24) giebt, wenn der Punct (o;, y, z) ausserhalb der Eisenmasse angenom- 
men wird, das Potential derselben in Beziehung auf diesen Punct an. 

Ist der Eisenkörper ein Ellipsoi'd, und ist die Kraft » die auf denselben 
wirkt, eine constante, so genügt man den Gleichungen (22 und 24) welches auch 
die Function jP sei, wenn man 9 einer linearen Function von or» y, z gleich 
macht; d. h. das Ellipsoid wird auch bei der jetzt zu Grunde gelegten Annahme 
gleichmässig magnetisirt. Ist 

V =^ — {ax + by + cz)^ . 

Crelle*f Journal f. d. M. Bd. XLVni. Heft 4. 50 



374 



2% Kirchhoff j zur Theürie da 



mus. 



und sind die Haupt- Axen des Ellipsoi'ds die Coordinaten-Axen, so hat manf 



9^"" 1 + *^ 



a b e 



zu setzen» yro^^B^^ C^ dieselbe Bedingung haben wie in den Gleichungen (17) 
und wo k aus der Gleichung 



(K,T 



6» 



kAy ^ (i + kB^y ^ (1 -H *c*)* 



)) 



ZU bestimmen ist. 

fVeber hat in seinen electrodynamischen Maassbestiromungen S. 569 
Messungen mitgetheilt, die er über das magnetische Moment eines Eisenstäbchens 
angestellt hat» welches einer, inMer Richtung der Axe wirkenden, für alle seine 
Puncte Constanten Kraft unterworfen war. Substituirt man mit TVeber für die 
cylindrische Form des Eisens eine ihr möglichst nahe kommende ellipso*Jdische, 
so kann man aus diesen Messungen» und den eben angegebenen Gleichungen die 
Werthe der Function F für gewisse Werthe ihres Arguments berechnen. In 
der folgenden Tafel sind die Ergebnisse dieser Rechnung zusammengestellt; das 
Argument der Function jPist mit u bezeichnet; die mit No. überschriebenen Co* 
lumnen enthalten die Nummern der ^^i?Ä£rr 'Sehen. Versuche, aus denen die ne* 
benstehenden Zahlen hergeleitet sind. 



JW 


11 


F{u) 


JW 


u • 


' F(u) 


1 


301 


23,5 


8 


2484 


5,6 


2 


823 


13,5 


9 


1975 


6,7 


3 


1184 


10,2 


10 


1583 


8,1 


4 


1512 


8,4 


11 


1297 


9,5 


6 


1773 


7,4 


12 


967 
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F{u) ist eine reine Zahl; u aber ist eine Kraft. Als Einheit derselben 
ist diejenige Kraft vorausgesetzt» die auf die Masse eines Miüigramms wirkend, in 
einer Secunde eine Geschwindigkeit von einem Millimeter hervorbringt; es ist 
dies dieselbe Einheit, bei deren Zugrundelegung Gauss in seiner Abhandlung: 
y^Intensitas vis magneticae etc.** die horizontale Componente des Erdmagnetis- 
mus zu Göttingen = 1^78 findet. 
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TVeber und Müller sind durch ihre Versuche auf den Schluss geführt, 
dass das magnetische Moment eines Eisenkorpers sich einer endlichen Grenze 
nähert, wenn die Intensität der magnetisirenden Kraft ins Unendliche wächst; 
hieraus folgt in Bezug auf die Function F^ dass für eii> unendlich grosses u^ 

(25.) in:i*)='f 

ist, wo k eine Constante bedeutet. Man sieht dieses leicht, wenn man sich den 
Eisenkörper als ein Ellipsoi'd vorstellt^ welches durch eine in der Richtung einer 
Axe wirkende Kraft magnetisirt wird. 

Ist der Eisenkorper ein unbegrenzter und unendlich dünner Cylinder, 
und sind überdies die Mittelpuncte der magnetisirenden Kräfte symmetrich um 
die Axe vertheilt, so dass^ nach der Bezeichnung in (19) /^» V^^^ ist, so genügt 
man den Gleichungen (22 u. 24) durch die Annahme : 

(26.) g)--^' , u^a. 

. Dass die Gleichung (24) durch dieselbe erfüllt wird, geht aus folgender 
Betrachtung hervor: Wenn der Radius des Cylinders unendlich klein ist, so 
werden zu dem Werthe des Integrals V, in welchem 9 durch -* /^, oder tff 
durch — V^ ersetzt angenommen werden soll, diejenigen Theile des Cylinders^ 
welche in endlicher Entfernung von dem Puncte (ar, y, z) liegen, nur etwas ver- 
öl^ 8F 
schwindend Kleines beitragen. Man wird daher bei der Integration ^/ » g-7 % 

f^y , . • . • . 

-^,und folglich/*' als constant betrachten dürfen; die zu beweisende Gleichung 

geht hiernach in 

über. Die Richtigkeit hiervon folgt aber daraus, dass bei der JPomo/i'schen 
Theorie in dem hier betrachteten Falle durch die Annahme (26) den Bedingun- 
gen der Aufgabe genügt wird; wie in (§. 7) gezeigt worden ist. 

Die magnetischen Momente a, ^, 7/ in dem unendlich dünnen Cylinder 
haben folgende Wcrthe: 

50* 
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«-K-^(mK)-©'-(D']) 

Ich bemerke noch, dass diese Ausdrücke für o.jß^ y auch gelten, wenn 
die Gestalt der Eisenmasse eine ganz beliebige ist» sobald die magnetisirenden 
Kräfte von unendlich grosser Intensität sind; es ist dann nämlich A^ unendlich 
gross 9 U bleibt endlich in Folge der durch die Gleichung (25) ausgesprochenen 
Eigenschaft der Function F. Aus der Gleichung (22) folgt also, wenn man eine 
endliche Grösse gegen unendlich grosse vernachlässigt: 



9 



= -r 



und hieraus ergeben sich unmittelbar die Gleichungen (27). Durch Benutzung 
von (25) kann man diese hier auf die Form bringen: 

° ° ~ l/[©v |)V (IT)-] *" • ^ = ~ vt©*- (|)V ©'j* • 

Diese Form zeigt, dass die magnetische Intensität in allen Puncten der Eisen- 
masse dieselbe ist, nämlich = K; die magnetische Axe fallt überall mit der Rich- 
tung der magnetisirenden Kraft zusammen. 
Breslau, im Juni 1853. 
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n. 

Sur la construction des normaleis quon peut 
abaisser d'un point donn^ sur une section co- 

nique compl^tement d^crite. 

(Par M. F. Joachinuthal, prof. de math. ä rUniversitö de Halle.) 



Un seit que chaque probleme qui depend dune equation du quaitri^roe 
degr^y se resout par la rdgle et le compas, en supposant une seule section conique 
completement decrite. C'est sur ce principe que repose la Solution du probleme 
en question due a De la Hire. Tandis que le Geomietre grec qui a traite« le pre- 
mier, cette question, Appollomus de Perge^ se sert, outre la tonique donn^e, 
d*une hyperbole equilatere, de la Hire ne fait usage que dune circonference de 
cercle, dont les intersections avec la courbe, ont, ä un facteur pres, les m^mes 
abscisses que les pieds des normales. Afais cette methode offre plusieurs incon- 
Tenients quil est bon de signaler. En premier Heu» teile, que de la Hire la re- 
pr^sentee, sa methode n'est qu'un r^sultat de calcul et ne se rattache ä aucune 
proposition de Geometrie; ensuite, le choix de l'inconnue comporte n^cessaire- 
ment une ambiguit^ et en dernier lieu, les formules qui deterroinent la p'osition 
et le rayon de la circonference son trop compliquees .pour se pr^ter aisement aux 
constructions graphiques. On adressera peut-^tre, et ä juste titre, ce dernier re- 
proche ^galement h la nouvelle Solution quon va lire; et neanmoins je nb^site 
pas a la publier; car quoiquelle ne soit pas encore une Solution definitive, les 
propositions si simples sur lesquelles eile repose, pöurront servir de point de de- 
part pour arriver ä une solusion purement geomctrique du probleme dont il s^agit 

• 

1. 

Th^orkme I. Si Ton abaisse d'un sommet s d'une conique des per- 
pendiculaires sur quatre normales ä la courbe, issues d*un m^me point f, les 
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quatre points l, l\ V\ t'\ oü ces perpendiculaires rencontrent la courbe de 
nouveaUy seront sur unc circonference de cercle (C). 
Demonstration. Soit 

requation de la courbe rapportee. aux axes principaux, et determinons la position 
d'un poiot qaelconque X/ de la courbe par un angle 9, de maniere qu^oo ait 
X = acosy 5 y = 6 sin 9; soit en outre s le sommet qui correspond ä g) =: 0; 
je dis que la perpendiculaire abaissee de s sur la normale au point X; rencontrera 
la courbe en un point l, pour lequel on aura 9' = 2 g), 9^ ^tant la valeur de 
Tangle 9 qui appartient a /. En cffet, la perpendiculaire abaissee sur la normale 
etant parallele a la tangente, les arcs elliptiques sX et sl seront les projections 
de deux arcs de cercle , dont Tun est la moitie de Tautre ; mais les angles 9 et 9' 
etant la mesure de ces arcs, Tequation 9' = 29 aura evidemment Heu. 
Designant par ^ et ij les coordonnees du point^ T^quation 

(2.) o|sin9 — Äi?cos9 = (a^ — 6')sin9cos9 . 

donnera les valeurs de 9 qui correspondent aux pieds des normales, issues de /I 
Pour obtenir les intersections l, l\ V\ l'" de la courbe et des perpendiculaires 
abarssees du sommet s ä ces normales, il faut ^tablir Tequation en -29. £n devani 
(2) au carre, on obtient 

(a»_ÄVsin29^ = 2(a^S* + Ä»i?^-2cos29(a^f-Ä\")-4aÄJi?sin29. 

Si Ton pose 6 sin 29 =y 9 a cos 2 9 = x, IVquation precedente se transforme en 

Retranchons cette equation de 



(fl«-^Ä»){a?' + ^>'»-a«}«0. 



nous aurons 



(4.) (a'-Ä')(x'+/-a') = 2{|(aV--Ä^»)+2a|,y-(aV+*\')}, 



ce qui est Tequation du cercle C 
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2. 

Th^orime IL Si Ton abaisse du somniet s au diam^tre mene par 
/ une perpendiculaire qui renconire la conique en /', je dis que la tan- 
gente de la courbe en /^sera la corde commune deC, et de.la circonference 
decrite sur l^axe qui passe par le sommet s, comme diametre. 
Demonstration. £n posant 

r^quation (4) se traiisforme en 

(5.) x'4.y*-a» = a ^».jt-V^"^ jr-i; , 

Mais cette equation demontre notre theoreme» en remarquant que ^ etij**sonX 
les coordonnees du pointy^ parcequ'on a 

3. 

En se servant, outre les deux points, fournit par la proposition prec^dente, 
de l'ordonn^e du centre de C, on obtient la Solution suivante, oü j'ai garde, pour 
abreger le discours, les designations des n^ 1 et 2. 

Probl^mei Abaisser dun point donn^/des normalei sur une conique 
com^Idtement decrite. 

Solution. Abaissons du sommet s qui se trouve sur laxe des abscisses, 
une perpendiculaire au diametre qui passe par /; soit /' le point d*intersection de 
cette perpendiculaire avec la courbe« Determinons les intersections i et i^ de la 
tangente/' et de la circonference decrite sur Taxe qui passe par 5 comme dia- 
metre. D^crivons ensuite une circonference qui passe par i et z^et dont Tordon- 

nee du centre soit .j^i f • 

Cela faity si cette circonference coupe la courbe en l, l\ V\ J!'\ les perpen- 
diculaires abaissees de /sur les cordes sl^ sl\ st*, sV** seront les quatre norma- 
les que Ton peut abaisser dey* sur la .conique. 

Chdcune.de ces perpendiculaires , p. ex« celle abaissee sur sl — rencontre 
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la courbe en deux points; mais eile nVst normale h la courbe que dans le point, 
ou la tangente est parallele ä la corde sl, ce qui se determine sans ambigüite en 
menant le diam^tre qui divise 5/ en deux parties egales. 



4. 

Au Heu Jetablir quelques gen^ralisations dont les theoremes (I et 11) sont 
susceptibles , je vais indiquer une pröposition , qui est fondamentale dans cette 
th^orie. Cest le th^oreme que Toici : 

Th^orime III» Soient p^ y, r trois points d^une conique, tels que les 

, normales ä la courbe menees par p, a et r concourent en un seul point 

Si Ton tire par le sommet s trols paralleles ä qr^rp^pq^ qui vont rencontrer 

la conique en p*^ q\ r\ le centre de gravite de ces trois points sera sur ] axe 

principal qui passe par s. \ 

Cest ä peine besoin d'ajouter que les theoremes pr^c^dents s'appliquent 
indifferemment h lellipse et k Thyperbole« 

Berlin , le 10 Septembre 1853. 
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24. 

BemerkiiDg zur Theorie des Grössten nnd 

Kleinsten. 

(Von Herrn Simon «SWteer, Assistent und Privatdozent der Mathematik am K« E. polytech- 
nischen Institute zu Wien.) 



ifxan suche die höchsten und tiefsten Puncte der Fläche, deren Glei- 
chung 

# (1.) ZB.9)(a?,y) 

ist Uro sie zu finden, hat man bekannth'ch von den beiden Gleichungen 

Die reellen Wurzeln a: und y zu suchen, ihre Werthe in 

9(0? + Ä , y + k) — q>(x , y) 

zu substituiren, und zu sehen^ ob der so erhaltene Ausdruck für alle sehr kleinen 
und reellen Werthe von h und k stets dasselbe Zeichen beibehält , oder nicht. 
Im ersten Falle hat man, je nachdem das Zeichen positiv oder negativ ist, ein 
Minimum oder Maximum, im zweiten Falle weder ein Minimum noch ein 
Maximum. 

Es kann nun sein, dass ^ und ^ einen gemeinschaftlichen x und y 
enthaltenden Factor haben. Wäre etwa 

so werden offenbar beide Gleichungen (2) durch 

Crelle'f Jooroal f. d. M. Bd. XL VIII. Heft 4. 51 
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befriedigt, also für unendlich piele Wertbe von a: und y. Ich behaupte, in die- 
sem Falle erhält man im Allgemeinen statt höchste und tiefste Puncte, höchste 
und tiefste Linien, deren Gleichungen 

sind. Ich nenne nämlich höchste und tiefste Liruen auf krummen Flächen 
solche Liruen^ deren sämmiliche Puncte dieselbe Höhe haben^ deren nächste^ 
aber ausser ihnen auf der Fläche befindlichen Puncte enicoeder alle tiefer^ 
oder edle höher liegen. 

Dass säromtliche Puncte der Curve (3) dieselbe Hohe haben, ist leicht eu 

sehen^ denn "^{x^y) "= bringt identisch g- und -g- auf Null» und diess hat zur 

unmittelbaren Folge, dass sämmtliche an die Curve gezogenen Tangenten hori-- 
zo/2to/ laufen ; also ist die Curve selbst horizontal. Ihre Gleichungen müssen 
sich demnach auf die Form 




bringen lassen ; unter h eine constante Zahl verstanden. Man wird um diese 
Form - Aenderung ihrer Gleichungen hervorzubringen ^{x ^y^ durch '^^(x, y) 
dividiren. Ist der Quotient /(x,y) und der Rest h^ %o hat man: 

z = 9(x,y) = tp(a7,y)./(a;,j') + Ä, 

was sich« für '^'(x^y) = 0^ auf z^=^h zurttckzieht 

Um zu untersuchen« in welchen Fällen die Curve, deren Gleichun]^n 

sind, ynd die man »eh in der Form 

Yorstellen kann, wirklich eine höchste oder tiefste Linie der Fläche z = ^{x^y) 
sei, gehe man von ihr zu andern, auf derselben Fläche in unmittelbarer Nähe 
liegenden fiber; etwa dadurch, dass man y um 6y wachsen lässt, unter Sy eine 
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beliebige Function von x verstanden^ die stets einen sebr kleinen numeriscben 
Wertb bat. 

Man erbält dadürcb, als Gleicbungen einer in der Nabe der Curve (3) 
auf der Fläcbe z = ^Qv^y) liegenden Curve, folgende: 

Die SabsUtution y = /(>:)'+ <f^ in z ss <p(x^y) und darauffolgende Entwick' 
lung nach der 7Viy/or sehen Reihe giebt: 

„ <b a«« 8«« 



oder 9 da g^ wegen des innebabenden Factors '^(jVyv) %^^^^ Null wird: 



1.2 8y 



• d^* 
Behält qT5 für alle Puucte der Curve a|;(ir,y) = einerlei Zjeicben, so 

ist offenbar die Linie (3) eine böchste oder tiefste. Sollte q-^ Null werden , so 

müssle man, nach der ähnlichen Theorie des Maximum und Minirpums das näch- 
ste Glied def Reihe zu Rathe ziehen ; ist dieses positiv oder negativ 9 so giebt es 
weder eine höchste, noch eine tiefste Linie; ist es ebenfalls Null, so entscheidet 
das Zeichen des 4ten Differentialquotienten, u. s. f. 

Um daher die höchsten und tiefsten Linien einer Fläcbe 

zu finden, berechne man die Ausdrucke 

dq>(jx^y) d(p(x,y) 

dx ^ dy 

und sehe, ob sie einen gemeinschaftlichen variablen Factor haben. Es sei ein 
solcher vorbanden, und heisse 

Dann untersuche man, ob — q-x — für alle Werthe, die der Gleichung \{^(x,y)=»0 

genügen 9 positw oder negativ ist. Im ersten Falle ist die Curve, deren Glei- 
chungen 

51* 
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{ 



'»|j(«,y) = 

sind eine tiefste, im zweiten Falle eine höchste. Ist aber -^^ (für "^(^^y) = 0) 

gleich Null, so bleibe man bei dem ersten hiefür nicht verschwindenden Gliede 

der Reihe 

d}(p{x,y) d^tpCx.y) B*q){x,p) 

stehen. Ist — ^^ dieses erste Glied; so hat man eine höchste oder tiefste 

Linie, wenn n gerade ist^ und wenn es dasselbe Zeichen beibehält für alle, der 
Gleichung '^{x^y)'=Q genägenden Werthe ; aber weder eine höchste noch eine 
tiefste Linie wenn auch nur eine der beiden Bedingungen nicht erfüllt wird. 

Sollte der nte Differentialquotient stets dasselbe Zeichen beibehalten, mit 
Ausnahme einiger specieller Werthe, für welche er Null wird^ so muss man für 
diese speciellen Werthe die Untersuchung auf dieselbe Weise fortsetzen. Man 
bilde nämlich die nächsten Differentialquotienten : 

rf«-fiy(dy^y) 8'^»y(x,y) 8"^y(ar,y) 

gyiH.1 > ^yiM » eyn+3 > 

substituire in denselben die speciellen Werthe, welche g^ zu Null machen, und 

bleibe bei dem ersten, für diesen speciellen Werth nicht verschwindenden Dif- 
ferentialquotienten stehen; ist dieser von gerader Ordnungszahl, und stimmt 'das 
Zeichen desselben mit dem Zeichen des nten Differentialquotienten überein, so 
hat man auch in diesem Falle eine höchste oder tiefste Linie. 
Beispiel. Es sei 

z = (ar»— ^« + 1)» — 10(x» — /'+ 1) + 9 

Diese beiden Ausdrücke haben den gemeinschaftlichen Factor x^—y* — 4; 

ferner ist gi = — 4a7^-f» \2y^ -I- 16; und setzt man hierin op* = j^' + 4, so ist 

^% * 

g--^ == 8y\ Da dieses stets positiv ist (mit Ausnahme des einzigen Falles, wenn 

^ = y x = =t2 ist), so ist die Curve, deren Gleichungen 
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z =: (ar^- y«+ 1)«- 10(a;^-/+ 1) + 9 

oder reducirt 

z=.-16 

sind, eine tiefste auf der Fläche z = (a?^-y^+l)«- 10(a?>- y*+ 1) + 9 He- 
gende Curve; falls nur noch die Substitution von y = , ^ = ±2 den dritten 
Differentialquotienten zu Null, den vierten aber positiv macht, oder falls der vierte 
Differentialquotient auch Null ist, den fünften zu Null, u.s.f. 
Nun ist: 

87-24y , »7 = 24 

also ist bestimmt die Curve eine tiefste, weil der dritte Differentialquotient gleich 
Null, der vierte gleich 24 ist. 

Es ist leicht, diese Analyse auf Functionen von beliebiger Zahl von Varia* 
blen auszudehnen 

Wien 9 im September 1853. 
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23. 

Bemerkangen über den Stürmischen Satz. 

(Von Herrn Prof. F. Joachimsthal za Halle a. d. S.) 






§. 1. 

JLrer merkwürdige von Sturm gefundene Satz, vermittelst dessen man 
die Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung bestimmen kann« die zwischen 
beliebigen Gränzen liegen, lautet bekanntlich folgendermaassen ; 

£s sei/{^x) = eine Gleichung ntcn Grades, ohne zwei- und mehrfache 
Wurzeln, f\co) der erste Differentialquotient von /{x)] wir wollen beide 
Ausdrücke auch zuweilen mit V und J^i bezeichnen. — Man dividire mit 
T^i in y^ bis man zu einem Reste gelangt, dessen Grad niedriger ist^ als der 
von Vi^ verwandle die Zeichen aller Gh'eder dieses Restes (die + in — und 
umgekehrt), und nenne V^ den so veränderten Rest. Man dividire mit 
demselben in /^j, bis man zu einem Reste gelangt, dessen Grad niedriger ist^ 
als der von V^^ verwandle alle Zeichen desselben in die entgegengesetzten» 
nenne diesen neuen Ausdruck T^^ u. s.w. Rei Fortsetzung dieser Rechnung 
kommt man zuletzt zu einem von oc freien Reste, den wir nachdem sein Zei- 
chen verändert ist, V^ nennen wollen. 

Setzt man in die Reihe der Grössen 

C*0 y» ^1» ^«»••••^m 

für X den Werth a, und bestimmt die Anzahl oü der Zeichen Wechsel, welche da- 
durch in ihr entstehen ; substituirt man ferner in (1) b statt x, und nennt co' die 
Anzahl der durch diese Substitution entstehenden Zeichenwechsel, dann ist Gü*oa' 
die Anzahl der zwischen a und b liegenden Wurzeln von /(x) = 0. 

Im Allgemeinen enthält die Reihe (1), wenn V vom nten Grade ist, 
II +1 Grössen; die Quotienten, welche die Division ergiebt, sind dann sämmtlich 
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▼om ersten Grade. Bezeichnet man sie mit qi, q^^ t. ..9.^, so lässt sich der Za- 
sammenhang zwischen den Grossen (I) folgendermaassen darstellen : 

Führt man noch überdiess die durch 

(2.)* . -^.-, = ^.9. 

erklarte Grosse 9„ ein, so ergeben die vorhergebenden Relationen die Kettenbruch- 
Entwickelung: 

(3.) i = ,.-l_L . 

^* Ja— 1 



§. 2. 

Der einfache und überaus klare von Sturm gegebene Beweis (s^Memoires 
presentcs par divers savants h TAcademie des Sciences Tom.YI» 1835) beruht auf 
folgenden Puncten. 

1 ) In der Reihe (1) können nie zwei auf einander folgende Grossen P^ für 
einen Werth des o? verschwinden. 

2) Verschwindet für a? = ^ eine der Zwischen functionen ^1, P^^y ••»f^m-u 
etwa Fi, so haben für denselben Werlh des x Vi^i und V^i entgegenge- 
setztes Zeichen. Da aber nur ein Zeichenwechsel entstehen kann, welches 
Zeichen man auch zwischen + und — einschaltet, so bietet die Reibe (1) 
für X =^ C-- u und o; = c + f/ gleich viele Zeichenwechsel dar, unter u 
eine kleine positive Grösse verstanden. 

3) Wenn x =^ c eine Wurzel von /(ä) = ist, so verliert die Reihe (1), 
während x von c — u bis c+ u wächst, im Anfange einen Zeichenwech- 
sel, weil /Yfl — ttS "*8*^^^» ^Y N positiv ist, oder anders ausgedrückt, weil 

V und T^i für o? = c — u einen Zeichenwechse), für o? = r -f. u eine Zei- 
* eben folge darbieten. 
Die erste und zweite dieser Eigenschaften der Grossen V würde noch 
fortbestehen, wenn bei der Bildung von f^^, f^„ ... statt Vi oder /^(x) eine be- 
liebige Function if^(x) des {n — l)ten Grades angewendet wOrde, vorausgesetzt. 
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dass '^(fic) iind/(x) ohne gemeinschaftlichen Factor wären. Sturm bemerkt nun (§. 26 
seiner Abhandlung) dass eine solche Function t[^(x) überhaupt statt fXx) in sei- 
nem Satze angewendet werden könne, wenn für die reellen Wurzeln von/(^)"BO 
'^(x) mix f^(x) stets gleiches (oder stets entgegengesetztes) Zeichen habe. Da 
man aber eine solche Function a priori nicht kenne , so sei man genöthigt, zum 
Divisor /^j den Differentialquotienten /'(^) zu nehmen. 

Ich werde in den folgenden Paragraphen zeigen, dass man in der That 
derartige Functionen tp(a;) a priori bestimmen kann. 



§3. 

Es sei i|^(a:) ein Ausdruck der (n — l)len Ordnung, der eben so mef\x) 
m\tf(x) keinen Factor gemein habe; es sei ferner 

(4.) /(x) = (x — xi)(x — x^).. ..(x — x„) . 

Mau dividire das Product/^(a;)a|;(a7) durch/(ac), nenne den Quotienten R, und 
den Kest welcher den (n — l)ten Grad nicht übersteigen kann 0{a:), so dass 

(5.) /'(o:) Ol, (x) = Rf(x) + Ö (*) . 

Da nach der Lagrange*schtn Interpolationsformel 

^(a?) = •2'/^(a?-- x,)(x — Xj). ..(a: — ar„); 

0{cc) == 2jf^^{x — x^ {x — a?3). . .{x — ar„), 
und zufolge (5) 

r{x^^{x^ = 6{x^ 

ist, 80 bat man 

(6.) '^{x) = 2 }f(g^)|« (^ — x^{x—x^...ix — x^, 
(7.) 0{x) = S'^ix^ix — x^{x —X9)....(^x — Xn) ; 

vermittelst welcher Gleichungen man, wenn eine der Functionen ip(x) und 0(a[i) 
gegeben ist die andre bestimmen kann. 

Haben nun/'(ar) und '^(x) für alle reellen Wurzeln von /(x) = glei- 
ches Zeichen, so mussi zufolge (5) 6{x) fflr eben diese reellen Wurzeln positiv 
bleiben ; und umgekehrt, bleibt dCr) für alle reellen Wurzeln von/(^)=0 positiv. 
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so werden /'(x) und ip(x) für dieselben Wurzeln gleiches Zeichen haben. Die 
Kenntniss einer solchen Function OQjo) ergäbe vermittelst (6) eine passende Func- 
tion i|^(a7). 

Der Umstand; dass die reellen Wurzeln von /(x) = unbekannt sind» 
macht die Bestimmung von ipCor) auf die angegebene Weise nicht illusorisch» 
In der That darf man nur für 0{x) eine den (/i»l)ten Grad nicht übersteigende 
Function von x annehmen, die für alle reellen Werthe der Variabeln positiv 
bleibt, so wird der Bedingung der Aufgabe Genüge geschehen. Aber noch mehr; 
es sei 0(x) eine rationale jedoch nicht nothwendig eine ganze Function, so kann 
man bekanntlich eine ganze Function vom (n— l)ten Grade OJl^x) aufstellen, so 
dass 

l%xO{x) fär alle reellen Werthe von x positiv, so wird es 0oC^) für die Wurzeln 
von f(x)^=sfi ebenfalls sein, man wird es aUo in (6) zur Bildung passender 
Functionen '^(x) gebrauchen können; da aber ^a(^i) = ^(^i) u. s. w. so bedarf 
es der Bildung der Function 0^ gar nicht; man hat vielmehr unmittelbar folgen* 
den Satz: 

I. Bedeutet OQx) eine rationale Function von x die für alle reellen Werthe 

der Variabeln positiv bleibt, so kann im iS^2/rm*scben Satze statt /^(o?) oder 

f^i die Function 

ap(x) = 2 if^j[t(^ — a:2)(x — x^)....(x— a?,) 

gebraucht werden. 
Erfüllt eine Function OCs) die vorgeschriebene Bedingung, so wird es 
0(x) 1/^(^)1' auch thun, und umgekehrt; man hat demnach mit gleicher Allge- 
meinheit den Satz : 
IL Bedeutet OCx) eine rationale Function von or, die für alle reelle Werthe 
der Variabeln positiv bleibt, so kann im «S/i/rm^scben Satze statt /^(or) oder 
Fl die Function 

V'W = -2'ö(ari)(ar — ät^C^ - OTg) (x - Xn) 

gebraucht werden. 

Bei allen Modificationen , die man in diesen Formeln anbringen kann» 
muss man daraufsehen, dass tp(ar) und /(or) keinen gemeinschaftlichen Factor 
bekommen. Für die Sätze (I und II) wird dies erreicht, wenn ÄW für keinen 
Wurzelwerth von f(x) = verschwindet. 
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AuTD. Wir bemerken beiläufig, dass wenn d(ar) eine ganze Function 
von X bedeutet, oder noch allgemeiner eine rationale, die Summe 

eben so, wie/'(ar) benutzt werden kann, um die Existenz doppelter Wurzeln 
Ton fix) = nachzuweisen. Ist 

JCx) — a?" + hioT^ + fhx"^ + + ^n^lX + hny 



und OCx) =• — ar, so wird jene Summe 



hix^^'^^fhx 



n-a 



(fi-. V^h^ix-i-nhn^ 



ein Ausdruck, von dem man auch aus andern Gründen weiss, dass er eben so wie 

init/(jc) einen gemeinschaftlichen Factor hat, wenn/(a7)=0 eine 'doppelte Wur- 
zel besitzt. 

§. 4. . 

Ehe ich weitere Folgerungen aus diesen Sätzen ziehe , muss ich mehrere 
algebraische {Delationen beweisen, zu deren Ableitung ich folgende Elementarsätze 
aus der Theorie der Determinanten gebrauchen werde: 

1) Die Determinante eines Systems, dessen Verticalreihen Summen von 
gleich vielen Gliedern bilden, wie z. B. in dem Systeme dritter Ordnung 

fl+Ä+c+d+ß f -^ g h +i +k 

a' +b*+c'+d'+e' f + g" 



hf +i^ + ]e 



d" + e'' 



h'' 



i^'+k 



ist die Summe aller partiellen Determinanten, welche man durch die Combination 
von Verticalreihen erhält, die nicht zu einer Gruppe gehören. 

In unserm Beispiele wird demnach die Determinante gleich 



af h 




a fi 






e g i 




e g k 


a' f h' 


+ 


(^ f i 


+ .. 


»•• "§" 


«' g' t" 


+ 


«VÄ' 


t^'f'h" 




a"S" i" 






e" g" i" 




t^'^hr 



die Zahl dieser kleinen Determinanten ist 30. 
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2) Die Determinante des Systems 

111 



^1 "^ ^3 ••••• «^a 

a?J xl xj a?5 

ist der alternirenden Function 

gleich. 

3) Diese alternirende Function entsteht aus dem ersten Gliede des ent- 
wickelten Productes x^^x^Zi aolaixi, indem man statt der Reihenfolge der 

Indices a^ a — 1^ 3, 2^ 1 eine beliebige andre Permutation derselben setzt» 

und dem neu entstandenen Gliede das -I- oder — Zeichen giebt, je nachdem die 
neue Gruppe der Indices aus den ursprünglichen durch eine grade oder ungrade 
Anzahl von Vertauschungen zweier Indices gebildet werden kann. 

In dem Satze (2) ist, wie man sieht, das aus den Termen derjenigen Dia* 
gonale gebildete Glied, welche von links oben nach rechts unten geht, positiv 
angenommen worden ; dasselbe soll auch für alle übrigen Determinanten gesche* 
hen, welche weiter unten vorkommen. 



§. 5. 

Mit Hülfe dieser 3ätze lässt sich ein Theorem beweisen, von dem ich 
leichterer Uebersicht wegen^ zuerst einen speciellen Fall erörtern werde. 

Man bezeichne die Potenzsummen a!{+ X2+ xi mit 5^, und bilde die De- 
terminante v.on 

* *^o ^i ^% ^ * 

Si S2 "^3 X 
S2 S^ S^ 00 

S:^ ^4 S5 X^ 

welche nach Satz 1 des vorigen $. aus 3. 3. 3. 1 = 27 kleineren Determinanten 
besieht. Man sieht leicht, dass von diesen alle bis auf 6 verschnginden. In der 
That ist z. B. 

52* 
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aialxl 1 
a?i xj a?9 X 
a?J cci JPa 3c' 
xj o:} xj a?' 



— X^^jXq 



1111 

X J a?J xj X* 

x^ ^V^ OH^ X 



«0. 



Aebniich zeigt man» dass alle partiellen Determinanten, in* denen zwei 
oder mehrVerticalreiben die Potenzen derselben Grösse enthalten, verschwinden« 
Es bleiben demnach nur Determinanten wie die folgende , 

X{ 07^ ^3 1 

a?i X] o;' X 
a>l a^ a:^ x* 

und alle diejenigen» welche aus denselben durch Vertauschung der Indices 1,2,3 
entstehen. Die vorhergehende Detemn'nante ist jedoch gleich 



ai^a^Xi 






1111 

X| a:*2 X3 X 

<w»3 /«»3 <y,3 ^3 

JC'j •Mf« •A'ß •^ 



= JP3 osj af?J (ar-Xa) (jc-jcO {x - x^) (a?a- jr^ (^s**^i) (^r^iX 



Permutirt man in diesem Resultate die Indices 1, 2, 3 so bleibt (/r-x^^x-^T^x-x^ 
ungeändert; die alternirende Function (x^ — x^(x^ — <^i)(^2'~^i) nimmt bald 
das +y bald das — Zeichen an, je nachdem die Permutation der Indices durch 
eine grade oder ungrade Anzahl von Yertauschungen aus der ursprünglichen 
entstehen kann* Addirt man demnach sämmtliche partiellen Determinanten, so 
erhält man 

Nach Satz (3) des vorigen §. ist aber die eingeklammerte Grösse selbst wiederuni 
= (x^ — jTa) (^3 — jPi) (x2 — Xi) , also hat man 



•^0 "^1 "^2 ••• 

«S| S2 «^3 X 

<^2 *^3 ^4 *^ 

S^ S^ S^ X 



5 



= {(^3— ^2X*»— ^i)(^a— ^i)}*(^ — ^i)(* — ^«)(^— *•) 
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Bedeaten iq der Deterioioaole links die Grossen s PoteozsumiDeD nicht roa drei» 

sondern von nQuantitäteo arx^dera, ^«9 so besteht sie, wie genau nach detor 

selben Verfahren folgt» aus n(7s^ «- li){n — 2) nicht verschwindenden partiellen 
Determinanten ; diese lassen sich in Gruppen zu je sechs vereinigen , deren jede 
eine Summe hat, welche wie die rechte Seite der letzten Formel gebildet ist; man 
hat daher in diesem Falle 



«50 Si S^ jL 

«Sj S^ «S4 Je 
S^ S4 S^ X^ 



= -^{(^3— jr3|)(rir-ap,XÄri~«,)y(j?~jr,^ 



§. 6. 



Genau eben 90 beweist man folgenden allgemeinen Satz: 

Bezeichnet man die Potenzsumme x^+x^-ih H* J?l durch Si^ ferner 

dias Quadrat des Productes, welches aus den — 2~~^ Differenzen der ^'Grössen x^ 
x^, Xi gebildet ist; durch d(xi^ x^y x^, x^)^ so ist 



(8.) 



Si S2 s^ 



Sa^X 1 



X 



Sfy^l X 



"So-l ^ 



= -2rf(a?i,aP2 Xa)(x—x^(x^x^.... (oer^-dP«), 



wo die rechte Seite eine Summe von 



ii(ji-l) (n-a-i-l) 



12 a ähnlich gebildeten 

Gliedern enthält. Eine der Folgerungen , die sich aus (8) ergeben, muss noch 
erwähnt werden. Vergleicht man den Goefficienten von x** auf beiden Seiten 
der Gleichung, so erhält man 



(9.) 



50 ^l ^2 ^a^l 

Si ^% ^9 S^ 



>fl-l 



^a ^a+1 • • • • • "^Jo— 5 



= JS^(Xi»X2t ^o)- 



eine Formel, die von Cayley und Borchardt in ihren weiter unten zu erwähnen- 
den Untersuchungen über den Sturm si^en Satz, angewendet woyden ist. 
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Man kann die Relationen (8 und 9) noch verallgemeinern. Setst mau 



nemlich 



so ist : 



£ix[ +e2xi+ H-£„a?i = 5,. 



(10). 



Sq Si 


s. 


s,s. 


s. 


StS, 


?* 


Sa S^i 


k 



Sa^l 1 



'fl+l 



a;' 



*Sa+a *S|fl-l ^' 



=2 «lfi2^3 • • ^. ^(^1 » ^2. ••• ^a) (^-^i)(^-<Pl)-(*-*.) 



und 



(11.) 



Sq Si S% *X»-i 

aSi «$3 S^ Sa 

*Sa-l Sa «Sfl+i «^ao-a 



2S 2^1 ^2 ^3 •• • ^a O y^i ) ^3 •*• ^uf» 



Der Beweis dieser Verallgemeinerung ist dem in §. 5 gegebenen fast wörtlich 
gleich. 

§.7. 

Es sei die Determinante in (8) der Kürze halber Ya , der Coefficient , mit 

welchem in Ya die höchste Potenz cc* multiplicirt ist, heimse A^. Bezeichnet man 

durch Y'a, Y*a, Y'ä, ... F?^ die Wcrthe von Ya für o? = jp^, o: == o:, u. s. w,, so 

hat man: 

f xiK + o^ir: + + a;ill'>=0, fär/<a 



^a- a 






<H-19 



welche Relationen als Verallgemeinerung eiiles sehr bekannten Systems von 
Formeln angesehen werden können. Ich werde, der Einfachheit halber, die 
Richtigkeit dieser Formeln für a = 2 nachweisen, da für ein beliebiges, n — 1 
nicht überschreitendes a^ dieselben Schlüsse gelten. Man hat zufolge (8 u. 9) 



Fa = 



^0 -^1 1 
Sx S2 CJO 



= 26{xif x^ {x—x^{x — x^ ; A3 = 



"^0 «^1 «Ja 

Si S% Sz 

s% s^ s^ 



=• JS'rf (0*1, x% , x^. 



Setzt man in F^ ^ = Xi^ so wird 
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ri Ä (a?,— ir3)*(^j— ar2)(ari-ir3) + (Ä'2 — ^4)'"(^i-Ä?t)(X|-.ir4) + 

oder, wena man einen Ausdruck wie (xa— a?3)''(xi— a:a)(X|— x^ mit (1; 2» 3) be- 
zeichnet, wo also (1 ; 2,3) = (1 ; a,2) ist, so hat man 

•ra = (l;2,3)+(l;2,4) + + (l;n«l,n). 

Aehnh'ch werden die Ausdrücke für T^, JT;', J<»>; jeder derselben enthält 

— j 2"^ Glieder; eine Summe wie die folgende 

wird deren also j-g enthalten. Diese lassen sich in -| s — ä" drei- 
gliedrige Gruppen ordnen, deren eintf z. B. aus den Termen besteht: 

«i (1 ; 2 ,3) + xi (2 ; 1,3) + «US ; 1 ,a) 

Die eingeklammerte Grosse verschwindet für 1 = und / = 1 ; sie wird der Ein- 
heit gleich für 1 = 2, also ist 



§. 8. 

Die Formeln (12) reichen aus, um eine Fundamental -Eigenschaft der Grossen Y, 
nachzuweisen. 

Setzt man r^ rrX^a?* H-^^x""* + 

r^»=V,x-» + /x..iX--» + 

und dividirt mit Ya-\ i" ^a* '^ erhält mdn einen Quotienten erster Ordnung 
oder wie whr kürzer schreiben wollen 

FT- X + M, 
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während der Rest, nachdem sein Vorzeichen geSndert worden ist, gleich 

■ 

(13.) Z = a + a,a? + o^x* + + a^jX""* 

sein mag, so dass 

(14.) Y„=(^^^a, + M)Y^-Z. 

Wir wollen die Function Z jetzt wirklich bestimmen. Setzen wir in (14) der 
Reihe nach x^^ Xj^ x„ für x, so erhält man: 

■ 

^a== ya-iVr^^a + -M) — (aH- aja:a + a,rrj + + aa-i^f*) 

yr= h"-!i (^,'^+m) - (a + d,x„ + a,x; + +a,^r'). 

Addirt man diese Gleichungen , erstens ohne eine Aenderung mit ihnen Torge- 

noromen zu haben, dann aber, nachdem sie mit rPi^x,, x„, ferner mit X|,a^,».. 

x2u.s.w. und schliesslich mit xf"*, xj^ ••• ji«C* multipHcirt worden sind, und 
nimmt dabei auf die Relationen C^^) Rücksicht^ so erhält man 



= aso 
= a.V| 



aiSi 



Oji^a 






= a^^+«l^a-^ + «2^a-l 



, und schliesslich 



Fflgt man hierzu noch 
Z = a H 



otifl? +^»2^/ + + ato-JiX' 



so kann man aus dies^ a Gleichungen die Coefficienten a eliminiren, und erhalt 







•^0 

^1 



S2 



• • t • • 



0' i^ Z 



l «»a-l •»«—1 



•^Sfl-» «^20-4 ^' 



.Ä-2 



= 



also nach der bekannten Bildungsweisis der Determinanten: 
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i-l 



Xa. 



I 



*1 



J—, S^i 






#-a 



-z 



Sq Si 
Si S2 



• ( 



^a-a «^o-l 



'^aa-4 



= 



oder nach der §. 7 eingeführten Bezeichnung 



A? 



^■^ Y'a-a — -^o-i = ; woraus 2/ = jr-* ^o-a. 

Der Rest der Division von Y^_^ in Y^ ist also, bis auf einen constanten Factor 
= ^o-a* Setzt man den Werth von Z in (14) ein, so erhält man 



$. 9. 

Die Gleichung (15) gilt, so lange a<^n und ^ 2 ist, für Y^ ist die 

Einheit zu setzen. Da aber die Anzahl der Elemente oo^ x^^ x^ unbeschränkt 

ist, so werden, wenn 7i>2a — 1 angenommen wird, die Potenzsummen s^y s^^ 
^19 *•** ^ao-i ^on einander unabhängige Grössen« Wir haben also den Satz: 

III. Sind Sqj Sif s^y 52^.1 beliebige Grossen, und setzt man 



Sq Si 

Si S2 
3% S^ 



Sa^l Sa X 



••••• Ofl ''0-|>l 



X 



a 



^a ^a-f-l -^Jö-a -^aa-l ^ 



1^a-l=^, 



^l 
Si S2 



Sa^2 1 



So^l Sa • • • • • ^aa— 3 *^ 



,0-1 



\Y.r= 



Sq Si ••• «^a^ jL 

Si S^ ••• «^0.2 *^ 



bezeichnet man ferner die Coefficienten der beiden höchsten Potenzen in Y^ mit 
%a und /Ua in Y^_^ mit X^a-i» /^«-i *o ^^* "^^" • * 



(16.) 



od 



..=C 



'O— I 



O? 






er 



(17.) K-.lYa-iK^a^l^ +MaK^l-Kfi^a-l) ^«-1+ '^^l ^^o-S = 0. 



Anmerkung 1. Die Ableitung setzt voraus, dass Sq einer ganzen Zahl 
n > 2a — 1 gleich sei. Bekanntlich sind aber zwei rationale Functionen von 5o 
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überhaupt gleich, sobald sie es für aUe ganzzahh'gen Werthe der Variabein ^esind, 
'die eine gegebene Gr'anze überschreiten; also ist (16) ohne alle EioschränkuQg 
richtig. 

Anmerkung 2. Der in (Iß'und-l?) ausgedrückte Satz ist zuerst von 
Jacobim der Abhandlung ,,De eliminatione variabilis e duabus aequfitionibus 
algebraicis" (Band 15 dieses Journals) aufgestellt worden; wo er das letzte 
Theorem im. Schlussparagraphen der Abhandlung bildet. Die von mir gegebene 
Ableitung desselben ist von der Jacobi^schen durchaus verschieden. Ich wurde 
auf nothwendige Weise zu den obigen Gleichungen geführt, indem ich den 
scheinbar specielleren Fall zu behandeln hatte, in welchem die Grossen s Poteoz- 
summen bedeuten. — Nachdem ich in den §§ 6, 7, 8, 9 den Apparat von For- 
meln aufgestellt habe, welcher zu weiteren Untersuchungen Ober den S/i/r/n'schen 
Satz nothwendig war, kehre ich zu letzterem jetzt zurück. 



§. 10. 

I 

Die einfachste stets positiv bleibende Function 0(x) ist offenbar eine po- 
sitive Constante die man, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, gleich eins 
annehmen kann. Diese Hypothese macht die Function i|^(x) des Satzes II (§. 3) 
dem Differentialquotienten /'(^) gleich. Die Function 'i|^(x) des Satzes I jedoch 
verwandelt sich bei dieser Annahme in 

(18.) S'^jr^^^(x—x,)Cx—a:2) (x — x^i)» 

wo unmittelbar hinter das Summenzeichen ein Glied als Bildungstypus der übri- 
gen geschrieben ist. Da die Functionenreihe der ^'s (§. 1) alle in §. 2 ange- 
gebenen Eigenschaften beibehält , wenn man^ ehe f^^^ J^^ gebildet werden, 

y xxuA f^i mit*demselben cönstanten Factor multiplicirt» so wollen wir um die 
Brüche in (18) fortzuschaffen f(x) und jene Summe mit 

rf(Xn ^a» JcJ=(^i— ^a)'(a^i-Ä-3)^ (x„-.i-x,)« 

multipliciren. Dadurch werden die beiden ersten Functionen 

Fssdixi, ir„ af„)(x-.x,)(x-a;j) (x-op.) 

f^i = JStf (x„4?i, x^iXx-Xi) (x-x^ (a?- x^j). 
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oder mit Berücksichligung der Formel (8.) 

Führt man die Division von Vi in V aus, und berücksichtigt, dass nach (16) 

so sieht nian, dass 

Aehnlich ist nun wiederum 

^«-i^-J^-aCt-ia^+m,«!) — /„-i-r„-3, wo/^i = j^— ; m^i = j^^ 

oder 

woraus 

Wir schliessen nun weiter, weil 

F F 

5^»-.a= ^n-a(4-a^+/w„_2)— /La^»-^ oder -^ ■■ g;;^(4-aa?+m,,-.a)~fi-a^«t-«» 



woraus 

dass 

Eben so findet sich 

V^ =5 5-ifi^ y„-5 ; ^« = UlLilf^^n^ u. s. w. wo 4 = ;^;^ bedeutet. 



Da die Factoren, mit welchen die Ys multi^licirt werden müssen, um die 
Grossen V zu geben , als Quadrate von gewissen symmetrischen Functionen der 
Wurzeln wesenth'ch positiv sind , so können sie bei allen Zeichenbestimmungen 
ausgelassen, oder dieT's statt der^'s als Functionenreihe des fS'/urm'schön Satzes 
benutzt werden. Man kann ferner die Grossen T entweder in Form von Summen 
ähnlich gebildeter Glieder schreiben, so dass 

Ya = -^dC^it^a^ «a)(3C-.Xi)(;r-a;a) (^-^a), ' 

53* 
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und in dieser Form sind sie von Sturm selbst schon gebraucht worden , (^ergl. 
weiter unten §• 13*)^ oder als Determinanten. Da diese letzteren nur die Potenz- 
summen der Wurzeln enthalten, also diejenigen symmetrischen Functionen« die 
nach den Combinationssummen als die einfachsten gelten, so wird auch die zweite 
Darstellung als die ein fächere anzusehen sein. Wir haben demnach folgenden Satz: 
IV. Es sei f(x) = eine Gleichung nten Grades ohne doppelte oder mehr- 
fache Wura«In ; man bezeichne die Summe ihrer ilen Potenzen durch Si, 
. und bilde folgende Determinanten: 



SiSt 



s^il 



'^»-1 ^n 



X 






s^ s, 



»«-1 



^t»-« -^In-l «^ 



Sq Si ••••n«yii_2 X 



S^ ••••* Sj^^i HC 



Sn^lS^ 



S^ß^X 



n-1 





Sq Si 1 




s,t 




^1 5a X 




5j X 


■ 


"*2 ^3 *^ 







dann giebt der Unterschied der Zeichenwechsel, welche diese Reihe für s^=r a 
mehr hat als für x ^=: b, wo £>a, eben so wie im iS/arm^schen Satze die An- 
zahl der zwischen a und b liegenden Wurzeln an. 

Sturm hat in seiner Anfangs citirten Abhandlung bemerkt, dass man aus 
seinem Satze leicht eine Regel zur Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln 
einer Gleichung ableiten könne. Da es sich nämlich in diesem Falle darum han- 
delt, für X die Werthe —od und + od einzusetzen, so werden die Zeichenbe- 
stimmungen nur von den Goefficienten der höchsten Glieder abhängen. Bezeich- 
net man diese Goefficienten für V, /^j, V^, V^ mit p, Pi, Pj, r, (wo also 

p =5 ip^ und y = p„), so kommt man durch einfache Betrachtungen auf die von 
Sturm gegebene Regel, dass die Gleichung /(o?) := so viele Paare imaginärer 
Wurzeln besitzen muss« als Zeichenwechsel in der Reihe der Constanten vorkonl- 
men. Wendet man dieselben Betrachtungen auf die Determinantenreihe des 
vorhergehenden Lehrsatzes an, so erhält man, wenn man erwägt, dass 5o = n 
und 1 gleiches Zeichen haben, folgenden Satz: 

Y. Die Gleich ung /(x) = hat so viel Paare imaginärer Wurzeln, als die 
Determinantenreihe 



s» 


Si S% •' 


••• ^»-1 




Sq Si ••*•« 


* Sm^ 




Sq 5j St 


St 


s^ s^ •• 


>•• Sf^ 




Si St 

• 


•^»-1 




Si St St 


St 


• 
• 

9 


•* ^»♦l 




• 

-^»-1 -^»-1 


Su^ 


St S^ S4 


S,-l 


Sm -^»+1 •• 


• •• ^%^a9 














Abwechselungen hat 
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■ 

Dieser specielle Satz ist nicht neu. Cayley bat im Uten Bande des 
Liouf^ille scheu Journals (Note sur les fonctions de Mr. Siurm) Formeln angege- 
ben, aus welcbcn man ibn mit Hülfe der von Siurm gemachten Bemerkungen, 
ebne Weiteres bätte ableiten können. Zuerst ist er jedocb in obiger Form von 
JBorchardl wirklieb aufgestellt {Lioui>ille^ Tome Xu, Developpements sur IVqua- 
liou ä l*aide de laquelle on determine les inegalite's se'culaires du mouvenient 
des planstes), und auf die bekannte Gleichung n ten Grades angewendet worden, 
von welcher die quadratische und kubische zur Bestimmung der Axen einer Linie 
oder Fläche 2 ten Grades specielle Fälle sind. Für jene Gleichung /iten Grades 
sind, wie Borchardl zuerst gezeigt hat, sämmtlicbe Determinanten in y Summen 
von Quadraten reeller Grössen, also wesentlich positiv. Der Beweis dieser Eigen- 
schaft für die erste unsrer Determinanten war von demselben schon in einer frü- 
her erschienenen Abhandlung gegeben worden. (Band 30 dieses Joyrnals, pg.38.) 



§11. 

Wollen wir, wie es die Sätze I und II verlangen ,• eine stets positiv blei- 
bende Function 0(ai) einfuhren, so zeigt Formel (10), dass die im vorigen Para« 
graph durchgeführte Rechnung sich sofort verallgemeinern lässt, wenn man als 
ersten Divisor 

anwendet. Multiplicirt man/(ac?) und die Summe (19) mit 

d(a:i, a:j, ....a;„)ö(xi)i?(xa)....ö(xj, 
wodurch sie in 

rf(ji^i,a?aj ^n)ö(a:,)ö(a;,) ö(xj(x— xO(x — x,) (x — x„) 

-25(X|,X2, «»-1)^(^1)0(0:2) ö(a:^,)(a?-ar,)(ir-.a;a) (a7-a?^i) 

übergehen, so sieht man, dass beide Ausdrücke zufolge (10) als Determinanten 
sich schreiben lassen, welche die Anwendung der Formel (16) gestatten; d. h. 
setzt man 

(20.) Si = xiö(a:i) + ^aö(a:j^) + + xiÖ(rr„) 

(21.) FTa = -SÖ(^i)ö(a:a) Ö(x,)5(ä:„ x^, a?J(x-.X|)(x-.x,).....(x-xJ 



I 
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» in 



130 Öl 04 ••••• iSa^i 1 
lij *J^ o^ ••••• O^ X 

und bezeichnet wiederum mit X/« und ^^ die Goefficienten von af und 
^a, so hat man 

(22.) ^,= (^„+e=i=^i=!ti)^^,_(^^)V„. 

Eine fast wortliche Wiederholung der Betrachtungen des vorigen Paragraph führt 

zu folgendem Salze: 

VL Ist 0(0?) eine für reelle Werthe des x positiv bleibende rationale Func- 
tion, so giebt die Reihe der durch Formel (21) näher definirten Functio- 
nen TV9 nämlich 

auf dieselbe Weise wie die Functionenreihe des «S^</rm sehen Satzes die 
Anzahl der zwischen zwei Gränzen liegenden W^urzeln von JV^^ := 0» 
oder ^ s= aii. 



§.12. 

Eine einfache Bemerkung reicht hin, diese Rechnungen auf oen Satz II 
auszudehnen, in welchem als Divisor von f^ 

w 

genommen wird. . Man hat offenbar 

d(a?a9 ^3$ ^n) = {/'(«OP * 

^_^ S(Xiy g^i **" gw)^(gn ^t» ^l»-l) 

■" I A*.)/(».)...../(*»-i)r ' 
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Setzt man diese Ausdrücke in die Summenformeln für ^^9 '^n-o ^^i^ 1 

ein, und schreibt der Kürze halber ^i, ^29 *-*** für 0(xi)jO(pc^y , so hat man 

fV^ = O1O2 ö„rf(ari, a-j, ar„)(a? — ari)(:c — a-,)-...(a? — ar„) 

^ = ^1^2 ö.rfCoTt, a:,^ ^-)-^ÖÄ3CiO^(^J^^^ 

^ =^^^^ Öntf(a?i,ar,, "^^ ^ d^ß^IßZ^J^^ 

^ =^*^» M(a:i,^* ^.) ö,(?. (?»(/W/(*!i.".../(a:.))^ • 

Lässt man den gemeinschaftlichen Factor fort, und schreibt überall tf(ar) statt 

1 

/>/ X, x»/^% n» so hat man eine neue Reihe Functionen, für welche offenbar eine 

der Relation (22) ähnliche Formel gilt. Diess führt zu folgendem Satze : 
Vif. Es sei 

Vn —{x^Xi){x—X^ (X — 3P.) 

Un^l = 20{X^{X — X^ (^ — O?»). 

U^ = 2:ö(a?0ö(a?0ö(a?,)5(a?i, x^^ ^^{^—x;) (a? — O 

Z7, = 2d(^,)ö(jrj) ö(4r^,)3(:ri, jr„ ;r^,)(*— dr,) 

£^. = e{äc,)e{x^ Ö(4r05(4r„x„ x„) . 

Bezeichnet man die Coefficienten der beiden huchstcn Potenzen von S 
in Va durch Xa und fia, so ist 

und bedeutet 6 eine stets positiv bleibende rationale Function von X, so 
können die Functionen U auf dieselbe Weise wie die Functiooenreihe 
des iS/2irm'schen Satzes benutzt werden » um die Anzahl der zwischen 
zwei Gränzen liegenden Wurzeln yonf(x) = zu finden« 
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Man bat nur nothig, die §. 10 gernachte Rechnung zu wiederholen, um 
zu sehen, dass wenn man ff— in einen Kettenbruch von der Form 

C/n-i 

Ja..... 

entwickelt, unter ^i, q^f lineare Factoren verstanden, die Reihe der Reste» 

auf welche man dabei kommt, folgende wird : 

5l/n.2> /J-ll^n-3 9 ^Ä-jJf^-i» ß-1 ^t^ ü„-5 ^ fifi-afi-iü'n-e U. S. W., WO 4 = -J^ 

Da aber jede Function g) (^) vom ^n — l)ten Grade sich unter der ^rm 
Xö|(ar— ^a)(.r— j-a) (^— ^n) darstellen Iässt,so enthält dasVorhergeheiridedieFor- 

mein zur Entwickelung eines Ausdrucks ^7~y in einen Kettenbruch. 

Nimmt man in VII Ö(j?) = 1 an, so werden f/« und C/„-.i geradezu f(x) 
und/'(^); die übrigen Grössen U sind demnach von gewissen stets positiven 

Factoren abgesehen, den Resten f^29 ^3j ^» i™ ÄarmÄchen Satze gleich» 

Man hat also den Satz: 

VIII. Es sei 

Xi = (« — «i)(« — ar,) (a: — x„) 

Xi-i « 2(« — «2)(i — «a) (a; — «I.) 

J:i^a = '2(Xi — «0*(« — «s) (« — ««) 

Ai « («1 — x;)^ (a?i — Xa)* (a?„-i — ar„)« . 

Bezeichnet man den Coefficienten von x"* in Xa mit X/^, wo also ;i, = 1^ 
Xn-^i = n; i^a = -S'(^i— a^2)^ so ist die Reihe der im «S/urmschen Satze 
vorkommenden Reste ^29 ^39 ^n9 folgendermaassen ausdrückbar: 

man kann demnach in Jenem Theoreme, statt der Grössen f^, der Aus- 
drücke X sich bedienen. 
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Die Modificationen, welche man an den Sätzen IV bis VIH anbringen 
muss, wenn einer der mit A; bezeichneten Goefficienten verschwindet, ergeben 
sich ohne Mühe; wir haben um die Theoreme nicht zu schwerfällig zu machen, 
in denselben dieses speciellen Falles keine Erwähnung gethan. 



§. 18. 

Indem ich durch Specialisirung von d(a?) in VII zu einem bekannten Satze 
gekommen bin, bleibt mir jetzt noch übrig von mehreren Arbeiten über den 
iS/tirm^schen Satz Rechenschaft zu geben , die mir bei meinen Untersuchungen 
von wesentlichem Nutzen gewesen sind. Ich genüge dieser Pflicht wissenschaft- 
h'cher Dankbarkeit um so lieber, als in gegenwärtigem Journale meines Wissens 
von jenen Arbeiten noch nicht die Rede gewesen, und das folgende dazu dienen 
dürfte, deutsche Leser auf jene in französischen oder englischen Journalen er- 
schienenen Abhandlungen aufmerksam zu machen* 

Herr Sylvester hat da^ für diese Theorie wesentliche Verdienst, die im 

«S/arm'schen Satze vorkommenden Reste V^^ f^^y zuerst durch die Wurzeln 

von ^ = ausgedrückt zu haben. Im Decembcrhefte des Philosophical Maga- 
zine von 1839 hat er den Satz aufgestellt, dass so wie 

die Reste Fsf V%n Vn von gewissen wesentlich positiven Factoren abgesehen 

durch 

SS(xif xt')ix -^ xs) (ar — dTn) ; 2^3^X1$ Xt, ar8)(a? — arj (,x—Xn)l ^(xpar«» ar«X 

dargestellt werden, (man vergleiche §. 12, VIII). Den in der Mittheilung des eng- 
h'schen Mathematikers fehlenden Beweis hat Sturm selbst später gegeben (Liou- 
ville, Tome VII, Demonstration d*un theoreme d algebre de tAv. Sylvester). Sind 
y und Vi zwei Ausdrücke vom resp. nten und n — Iten Grade, die keinen ge- 

y 

meinschaftlichen Factor haben, und verwandelt man den Bruch ^ nach der in 

§• 1 angegebenen Weise in einen Kettenbruch, so zeigt Sturm zuerst, dass jeder 
dabei vorkommende Rest Vi^ einer Gleichung genügt 

(24.) F,= F,N,-VP,, 

wo V^^tfi^^Pf, Ausdrücke bezüglich vom n^k^ /c— 1 und /r^2tcn Grade 

Greuels Joarntl f. d. M. Bd. XLVIil. Hef^ 4. 54 
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sind ; die Aasdrücke JV^ und Pj^ sind ausserdem Zähler und Nenner des redo- 

cirten Kettenbruches 

1 

9, 



qi-T—l— 1 



so dass iVi = 1 N2^=^ qx -^3 = 9i ?2 — 1 »• «• w. 

1>, = Pj = 1 P, = ?, u. s. w. 

Sturm zeigt weiter, dass wenn T^i der erste Differentialquotient von Fist, und 

jr= ^6{Xi^ X^^ •••• Ä*it-i)(^— ^i)(^ — JFa) (j7— X*«i) 

gesetzt werden, eine Gleichung statt findet 

(25.) T^yjr^vz, 

wo Z eine Function des (Ar — 2)ten Grades ist. Weil die Ausdrücke 7, Y, Z be- 
züglich von demselben Grade sind als V^^^ ^k^ Pk^ so können sie sich vpn die- 
sen letzteren nur durch einen constanten Factor unterscheiden , der nachher 
durch eine einfache Rechnung weiter bestimmt wird. Die Formel (25) gestattet 
eine so einfache Verification, dass wir gleich den Beweis einer etwas allgemeine- 
ren Formel roittheilen wollen. Behalten wir die Bezeichnungen der vorh ergehenden 
Nummern bei, und setzen demnach 

r= (dT — ^^)(4r — ^Tj) (or— a?„) ; fF| = ;^öi(4? -^r») (^^s„) 

t/i-i+i = S0i02 0^-1^(^15 ^a? ^r^^i) (^ — ^1) (^ — ^2) (^ — ^*-i) 

so ist der Ausdruck des (n -*- /c — 2) ten Grades VF^ K-^-hi — T^k durch V theil- 
bar. In der That wird fnr x = Xj 

?^* = 2:öiöa-'^ öikrf(ari, x^^ ^a)(^i~^a+i) (^1 — ^*+a) (^1 — 3C„) 

= öi(«i~Xa) (^1 — x„)^öaffa ÖÄ<J(^a» 3^3? ^'*)(^i— ^a) (^i" ^4)5 

also VrxUn^,^x-FFu^O. 

Da di« in Rede stehende Function des n + k — 2ten Grades für jeden 
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Wurzelwcrth von /^ = verschwindet, so enthält sie J^ zum Factor, d. h. man 

hat 

(26.) W^^W,U^^,^VZi 

VfO Z eine Function des (A— 2)ten Grades bed^tet. Man schliesst hieraus» 
eben so wie Sturm es fflr die beiden speciellen Functionen T und T gethan hat» 

dass wenn man den Bruch -^ in einen Kettenbruch von der Form (3) entwickelt» 

die Zähler der verschiedenen Näherungsbrüche, von constanten leicht zu bestim* 
menden Factoren abgesehen, den Ausdrücken U ($• 12) gleich werden. 

Sturm bemerkt in der oben citirten Abhandlung (Liouville, T. VII) dass 
die Zähler der Näberungsbrüche, eben so wie die Reihe der Reste V deren Bil- 
dung sein Satz verlangt, zur Bestimmung der reellen Wurzeln einer Gleichung 
gebraucht werden können. In der That, weil N^ = Aa 9i— -A^i ; iV4 = iVa ^j— -^a 5 — 
N^i =: Nn% — '^n-n ^^^ '^i = 1) so können nie zwei auf einander folgende 
Grossen N^ für denselben Werth des x verschwinden; und ist Ni = 0, für 
X =i c, so haben Ni^i und Ni^i entgegengesetztes Zeichen. .Ferner ist 

P, = r,iK„ -f P„ und y = §^; , 
woraus durch Elimination von Vi 



Sind aber sämmtliche Theilzähler eines Kettenbruches = — 1, so ist 

also 

und da F» eine Constante, so haben V und IVn^i dieselben Wurzeln. Da ferner 

SO werden IV^^i und IV„ für c — u einen Zcichenwechsel, für c+u eine Zeichen- 
folge bilden, unter c eine reelle Wurzel von Fs= oder JVj^^i = verstanden; 
in der That wird der Nenner 1 + N^iPn nur wenig von 1 unterschieden sein 
können, und daher das Product NnNj^i dasselbe Zeichen haben, wie der Quotient 

y-. Aus allem diesem folgt, dass die Grossen N^ oder auch die nur durch posi- 
tive Factoren von ihnen sich unterscheidenden Y's 

54* 
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statt der Functionen f^ des Slurmschen Satzes gebraucht werden können. 

A n m. Die schonen Untersuchungen Hermüe^s, welche eine Ausdehnung 
des «S/urm'schen Satzes auf Systeme von Gleichungen mit mehreren Variabein 
enthalten und die derselbe in den Comptes rendus der pariser Academie im Aus- 
zuge bekannt gemacht hat, sind mit meinen vorhergehenden Untersuchungen in 
keinem Zusammenhange. Sollten in den durch eine neue Terminologie leider 
etwas schwer verständlichen Abhandlungen Herrn Sylvesters sich noch Resul- 
tate finden, welche mit denen gegenwärtiger Abhandlung übereinstimmen, so kann 
niemand bereitwilliger als ich selbst sein, die Prioritätsrechte des gewandten eng«> 
lischen Analysten anzuerkennen. 

$.14. 

Sturm hat sowohl in seiner grosseren Abhandlung (Memoires presentes 
etc., Tom VI!, $. 20) als auch in einer kurzen Notiz {JLiouville Tome YII, Note 
^ Toccasion de Tarticle de Mr. Gascheau etc.) ein Princip erörtert, das bei der 
Untersuchung über die Realität der Wurzeln einer Gleichung häufig von Nutzen 
sein kann. Ich will in diesem §. nach Sturms Angabe dasselbe erläutern, 
und in den folgenden Nummern eine Anwendung auf die Gleichung mä- 
chen, welche Gauss in seiner Abhandlung über mechanische Quadratur aufge- 
stellt hat. 

Es sei F= eine Gleichung nten Grades, welche auch gleiche Wurzeln 
haben kann; Vi ein Ausdruck (/i — l)ten Grades, der mitFkeinen gemeinschaft- 
lichen Factor habe. Man bilde wie im Stürmischen Satze die Reihe der Func- 
tionen 

(27.) F, r„ F„ F.; 

die Anzahl derselben ist höchstens /i-f-1, die letzte F» muss nach der Annahme 
über V und Vi eine Constante sein. Lässt man x von a bis b wachsen, so haben 
wir schon früher gesehen, dass nie zwei auf einanderfolgende J^^s gleichzeitig 
verschwinden können , dass das Verschwinden einer Zwischenfunction auf die 
Zahl der Zeichenwechsel ohne Einfluss ist, und endlich, dass eine Veränderung 
in dieser letzteren nur durch das Verschwinden von V hervorgebracht werden 
kann. Geht x durch einen Wurzelwerth von /^ = 0, der nicht eine doppelte^ 
vierfache, sechsfache u. s. w. Wurzel ist, so wird F dabei sein Zeichen ändern» 
der Anfang der Reihe J^ und f^ und damit die ganze Reihe, kann bei diesem 
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Durchgange einen Zeichenwechsel gewinnen oder verlieren , oder auch in dem 
erwähnten Falle 2 m Fächer Wurzeln in Bezug auf die Zeichen keine Aenderung 
erfahren. Wächst demnach o; von a bis b, so kann die Reihe so viele Zeichen«- 
Wechsel gewinnen oder verlieren, als Wurzeln zwischen a und b sind — wobei 
jede vielfache nur einmal gezählt wird, — es kann auch der Gewinn und Ver- 
lust an Zeichenwechseln sich zum Theil compensiren ; auf keinen Fall kann der 
Unterschied der Zeichenwechsel, die (27) für x =s a mehr hat als für s = b, 
die Zahl der zwischen a und b liegenden Wurzeln übersteigen« 

Ein merkwürdiger, häufig vorkommender Fall ist folgender: 
Enthält die Reihe (27) genau n+1 Functionen, wobei also Fg stets um 
einen Grad hoher ist, als f^i+u giebt ferner die Substitution a: = a lauter Zeichen* 
Wechsel, die Substitution x = 6 nur -Zeichenfolgen, so sind die Wurzeln von 
^ = sämmtlich reell und liegen zwischen a und b. Denn da bei dem lieber- 
gange von x = a bis j? = & n Zeichenwechsel verloren gegangen sind » so muss 
die Gleichung nach dem Vorigen in diesem Intervalle wenigstens n reelle Wur* 
zeln haben, da sie aber überhaupt nur n Wurzeln hat, so sind alle ihre Wur- 
zeln reell , liegen zwischen a und Ä, und die Reihe (27) hat bei jedem Durch- 
gange des a: durch eine Wurzel einen Zeichen Wechsel verloren. Daraus folgt 
ferner, dass die Wurzeln sämmtlich einfache sind ; im entgegengesetzten Falle 
v^ürde die Anzahl der Zeichenwechsel kleiner als n sein müssen. Man sieht ausser- 
dem, dass bei dem in Rede stehenden Falle die Zahl der reellen Wurzeln von 
^ = 0, welche zwischen zwei beliebigen andern Gränzen a und ß liegen, ver- 
mittelst der Reihe (27) eben so wie im Siurmschen Satze sich ergiebt. Da die- 
selben Betrachtungen auf die Gleichungen Fi= 0, Fa = u, s. w. anwendbar 
sind, so haben alle diese Gleichungen nur reelle Wurzeln. Aber noch mehr, 
sind c und d zwei auf einander folgende Wurzeln von F == 0, so müssen die 
Vorzeichep von V und F, für a? = c — uhis x =: d+u^ wo m eine kleine posi* 
tive Grosse ist, den in einem der beiden nachstehenden Tabellen bezeichneten 
Gang haben : 

X V Vi V Vi 

c - -H 

• • • 

d -h - 

d+u + ■*• — — 
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weil bei jedem Durchgange durch eine Wurzel zwischen V und V^ ein Zeichen- 
wechsel verloren gehen soll. Man sieht hieraus, dass zwischen c + u und d ^ u 
die Function T^i das Zeichen wechselt, also zwischen c und d wenigstens eine 
Wurzel von ^i liegen rauss. Da diess für jedes der /i — 1 Intervalle gilt, die 
von den n Wurzeln der Gleichung ^=0 gebildet werden, so liegt in jedem sol- 
chen Intervalle eine und nur eine der /i — 1 Wurzeln von Vi = 0. Eben so 
liegt zwischen je zwei Wurzeln von /^j = eine Wurzel von ^j = u. s. w. 

An beiden im Anfange des § citirten Stellen spricht Sturm von einer 
Abhandlung, in welcher er die eben auseinandergesetzte Methode auf eine 
besondere Klasse von Gleichungen anwenden wolle; so viel ich weiss, ist dieselbe 
aber nicht erschienen. 

• 

§.15. 

Zu den Gleichungen, auf welche die vorhergehenden Sätze anwendbar 
sind, gehört die Gleichung l^n "=" oder (siehe $. 9) 



5o Si 
Si S2 



^n «^iH-l 



^«-1 1 



s^ X 



^2n^l^ 







in welcher der Goefficient der höchsten Potenz x" gleich 



"K 



Sq Si 

Si S2 



^-l^n 



^»-1 



"^2»-» 



ist. Nimmt man als ersten Divisor Yj^i und erwägt, dass bei der Bildung der 
Reste ^2, ^3, von wesentlich positiven Factoren derselben abgesehen wer- 
den kann, so wird in Folge der Gleichung C^^) 

die Funclionenreihe (27) in folgende übergehen : 

(28.) J» j l„_i 9 Yi,-2 9 M 9 M j 1 9 

vorausgesetzt, dass die Grössen ^„9 >l„.i 9 ln--29 ^9 ^1 sämmtlicb von verschie- 
den sind. Sind z. B. tv die Anzahl Zeichen Wechsel, welche die Reihe ftirx^a 
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darbietet, cp' diejenige» welche der Substitution x ^ b entspricht, so hat Y^&Q 
wenigstens db (cp^ w') zwischen a und b liegende Wurzeln. 

Sind die Goefficienten Xi^,X/„.x» ^«^i aber nicht allein von verschie- 

den» sondern auch sämmtlich positiv, so sind die Wurzeln der Gleichungen ^»=0, 

T^n-i = 0) T^i = O9 sämmtlich reell» ungleich^ und zwischen je zwei aufein* 

anderfolgenden Wurzeln von Tj = liegt eine Wurzel von T|.i = 0. In der 
That^ bei dieser Annahme hat (28)füra7=—QD*nur Abwechselungen^ für ^i;=+qd 
nur Zicichen folgen , also sind die Betrachtfangen in der zweiten Hälfte von $. 14 
auf (28) anwendbar. Für specielle Formen des Systems Grössen s werden sich 
zuweilen engere Grenzen für die Wurzeln finden lassen» als —od und -f-OD; ich 
werde in dem nächsten $ einen solchen Fall erörtern. 



$. 16. 

Die von Gauss in seiner Abhandlung Methodus nopa irUegraüum wah- 
res per ctpproyimQiionem in^eruendi geloste Aufgabe kann folgendermaassen 
gestellt werden: 

Man soll 2/i Grössen • 

<*i5«i> a» 

und ^i9^s> ^ 

so bestimmen 9 dass» wenn unter 9(07) eine beliebige Function des (2n^l)ten 
Grades verstanden wird, in aller Strenge die Gleichung stattfinde 

(29.) aig)(jpO + 0,9(0?,) + + a,g)(jr„) =J"^tp{x)dx 

Setzt man 9>(^) = /+/ia? + 4a?* + + 4i^.i^*^S 

und vergleicht in (29) die Goefficienten von /» /|» /, u.s.w.» so erhält man 

04X1 + OjX, + + o^o?, = \ 

a^a![ +a,x; + + a^xl =J 



(SO.) 



«ia?r"' +a,j:f-* + + a,x*^* = 2n * 



Da die Grossen a nur linear vorkommen» so ist die Bestimmung der Quantitäten 
a?|» X » die einzige Schwierigkeit« Setzt man 
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3C|a?2 + OCiX^+ + CCa^i Xn = P% 



• 



XiX^X^ cc^ ^==/>» 



30 ist 'bekanntlich 



afl - or^^i + ^rVi - ^Pn = 

U.S.W. 

Multiplicirt man also die (/i+l)te der Gleichungen (30) mit 1, die nte mit — /^i» 
die (n — l)te mit/?,? u.s.w. endlich die erste mit ^pnt und addirt dieselben, so 
fallen die GoefBcienten a|, 04, o« fort, und man erhält 

Verfahrt man eben so mit der {n + 2)ten bis 2ten Gleichung in (30) , so giebt 
diess 

(31*) ir^^~'^'nTl'^^*n""' • ^''"~*'**'^"^ ■■ ®* 
auf dieselbe Weise erhält man ferner 



« + 3 '^^n + 2 • '^•fi + 1 

Setzt man die aus den Gleichungen (31) sich ergebenden Werthe von p^^ p^ 

Pn in 

al^^PxJl/^^^p^ar^^ .... zpp^ixdzp^sszO 

ein, so erhalt man die Gleichung^ deren Wurzeln x^ s^j x^ sind. Die hier- 
aus hervorgehende Gleichung ist natürlich 



••••. 
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(32.) 



t 
9 



1 

f 



l 



1 

f 



I 

4 



i i 1 

1 • ^ 

1 ** 



= 



3 R + 3 



2n 



d?' 



Gauss hat im 16^^ § seiner Abhandlung für 7i=2, und ns3 die 6IeichuRg(ä2) 
direct berechnet; weil aber für grossere Zahlen dieser Weg zu beschwerlich wird, 
leitet er aus der in der Abhandlung über die hypergeometrische Reihe gegebenen 

Kettenbruchsentwicklung von Iog|-^ eine Recursionsformel ab, um die Glei- 
chung (32) — oder genauer eine mit ihr sehr eng zusammenhängende — für die 
folgenden Werthe fi = 4 > n = 5 u. s. w. successive aufzustellen.; schliesslich 
bestimmt Gauss die allgemeine Formel für ein beliebiges n durch Induction» und 
überlässt dem Leser die nach bekannten Methoden auszuführende Verificatiou 
der Formel. 

Die eleganten und einlachen Resultate der Gauss sehen Untersuchung sind 
Ton Jacobi in der ersten Abhandlung, welche er in diesem Journale publicirt hat, 
(Band I j pag. 301) auf eine ftberfaschend leichte Weise hergeleitet worden. Er 
zeigt, dass ron einem numerischen Factor abgesehen die Gleichung (32) mit 

rf''(jt*-xy 



(33.) 



dx' 



= 0. 



fibereinstinmit , und folgert daraus , dass sämmiliche Wurzeln von (32) zwischen 
und 1 liegen. 

Die Entwicklung, welche die Theorie der Determinanten seit Veroffenth- 
chung jener Arbeiten erfahren hat, gestattet es« ohne von dem schonen Jacobi- 
sehen Resultate einen offenen oder versteckten Gebrauch zu machen, die Glei- 
cKnng(32) direct aufzustellen. Da dieselbe ausserdem nur ein specieller Fall von 
^1, ^= Oist) C^^rgl. §. 15) so wird man nach den von Slmm aufgestellten Prin- 
cipien die Realität und Lage der Wurzeln leicht bestinunen können. 



CrcUc's Jonroa! f. d. M. Bd. XLVm. Heft 4. 
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25. Joaehmtthal, über den Shim'tehen Sals. 



§. 17. 

Bekanntlich bleibt jede Determinante iingeändert» wenn man — um es 
kurz auszudrucken, — von einer spätem Horizontal- oder Verticalreihe eine frühere 
abzieht. Daraus erhellt, dass 



iV=i 



1 1 



a+6n 

1 
ai+bn 



i 






On-l+Ä-l On^ i+b^ ' ö«. 1+6« 



ii-i. 



a+bi 
1 






i,-*, 



Ot+bi («,+*i)(«i+*») 



*i->. 






i,-*. 



C^üi+S, («»-1+ Jj) (ftn-l+Ä,) (a—l-Hi) (ftn-i-H,") 






A' «= 



«+6, 

1 
«1+4» 



«+ftn 

1 

«h+Ä. 



öiu-1+6. 



On-l+Äi 



1 

o+ft. 


l 

a+6, 

a— Ol 


(0+50(0.+*.) "■ 

o — <fa— l 


■ («r«,Xoi+*.) 



(a+6j)(an.i + 6J •• (a + J») (««^-i + 6») 



(g— g^)(a — g,) (a^a«-i) 

(a + 60(ö-*-fti) (Ä + 6-) 



A^", 



wo iV diejenige Determinante bedeutet^ welche man aus JV erhält^ wenn man 
die 2n+ 1 Glieder der ersten Horizontal und Verticalreihe weglässt. Man kann 
N^^ durch das eben angewendete Verfahren wieder um eine Ordnung erniedrigen 
u. s.w. Das leicht zu übersehende Endresultat ist folgendes : 

Setzt man /(x) = (^ -|- bi)(s + Aa) (^ + Ä„), und bezeichnet mit 

jQOf Ui^ ö^i) das Product aller — s — Differenzen von je zwei der Gros- 
sen a, -jede Differenz so genommen dass der Index des Minuendus entweder stets 
der grössere, oder stets der kleinere ist, und behält die einmal festgestellte An- 
nahme auch für J(biy b^^ b^ bei« so ist 



(34.) 



« ^{<h «u Oi.-i)//(in 5», 

^^~ /(o)^(ai).-...-/(o-i) 



hn) 



Mit Hülfe dieser übrigens bekannten Formel (siehe z. B. Rosenhayn in Grelle 
Band 40, pg. 350) kann man folgenden Ausdruck nter Ordnung leicht berechnen 
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1 



l 



• •••• 



ai+6| öj+Ä, 



1 



r=^ 



a»i-i+Ji On-i+A, 011-1+6, 



«n-I 



a«+*i a«+&i 



Oii+Äii 

1 



«" 



ö+6j a+6t 



• • • •• 



a-hL 




a^i+bi On-i+Ät 



Ä»-i+6» 



o+Äi a+6. 



o+fc 



1 1 



On^+B, 



cfa+6. 



<ii,+6i m+i. 

Zufolge (34) wird die rechte Seite 

Setzt man (^"•ö)(4r— ai)(^— ä,) .-..(o:— a;) = jF(a:), 

und erwägt, dass wenn man in den DifTerenzen aj— a^^^ ^i~~^*t wie wir es von 
jetzt ab tbun wollen, 'stets i> k annimmt, 

2/(^9^x9^2, ö„«2»ön-l,ö») =— /^(a^flijOi,-- ö»-2 » «-) -'^(ön-l) U.S.W. ISt, 

SO wird der vorhergehende Ausdruck 

Um die Gleichung (32) in entwickelter Form zu haben, braucht man nur 



Äx=:l , 

zu setzen ; dadurch wird 

/(a„)=:(n+l)(»4.2)......2n 

/(a._0 = n.(n+l) (2/.-1) 

<36.K/(«-») = (n-l)/» (2/,-2) 



/(a) = 1.2 



71 



^ = 2 bn — n, 

F'(äO = n.(n~l) 2.1 

F'Ca^O = - (/»-l)(n -2) 1.1 

l^'(o-i) = (ra— 2)(n— 3) 1.1.2 



ir'(a)-± 1.2.3 n, 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
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Bezeichnet man das Product der Zahlen 1.2.3 a mit a\, so wird (35) 

folgender Ausdruck 

> Kit-l)!(«-2)!(ii-3)L>2!l!l^n! { „ (2yi)! ^ (2n^\)\ x^^ (2n--2)! 
(30.}2„i(2n-.l)!(2ii-2)! {n+l)l\^ 'nlnC 1 '(n-.l)!(ii-l)». 1.2'(n-2)!(«-2)! 

oder noch einfacher 

i^c^^^ \^ ü! ^'^^ ■ nHn-D» j^ \ . l(n-l)!(it-2)!(n-3)!..2!Ut» 
\6b. ) N^l^r — 2^' 1 ■*"(2ii-l)(2ii-2)*1.2 HwoA;«— (2,,_i)|(2n~2)! n! 

Die Bemerkung, dass X/„ wesentlich positiv und von verschieden ist, 
reicht hin, um die Realität der Wurzeln von (32) zu beweisen. Eben so einfach 
beweist man auch, dass sämmtUche Wurzeln zwischen und 1 liegen. In der 

That, für x = 0, wird die Klammergrösse in (32) = ^kj^ oder zufolge (36) gleich 

(— t)"*; setzt man daher die Determinante in (32^^ gleich A^^ so wird die Reihe 

i? , Ä^-t, Rn^f R%f Ri 1 für x=0 nur Abwechselungen haben. Für x=l 

wird nach einem bekannten Satze die Klammergrösse = 1 ; die Reihe der jR's 
bietet also nur Zeichenfolgen dar; also sind die Wurzeln sämmtlicher Gleichun- 
gen ü« = reell, ungleich, und liegen zwischen und 1; femer ist zwischen je 
zwei Wurzeln von J?. = eine Wurzel von J?^, = enthalten. 
Bekanntlich ist nach (16) 



n 



WO der Werth von Xn in (36*) angegeben ist, und ^a^ = — ^An. Setzt man 

^ — ^ 2n l '^2it.(2ii-l)'l.2'" » 

so dass jR„ =^ 2„^ wird, so verwandelt sich die vorhergehende Formel in 

(37.) Zn = Za«i (x — ,) — 4(2«— lX2fi — 3) ^'^^ ' 

Diese Recursionsformel verbunden mit den Werthen 

2, = 1 Z, = a;-.J. 
lehrt imter andern, dassZ^ nach Potenzen vonx_| entwickelt, nur die /ite, /)-2te 

u. s. w. enthalten wird; hieraus folgen andre bekannte Eigenschaften der Gleichung 
21 

Halle, Mai 1854. 

Druck der Pelf ch'schen Bncbdrackorel in Berlin. 
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